
ͳتپه�هایشن
فرهودی روزبه

اولیه مفاهیم ١

صفر عدد گراف رأسهای تمام روی و م�ͳنامیم چاه را آن و م�ͳکنیم انتخاب G از رأس Έی است. همبند١ ͳگراف G کنید فرض
تا را کار این م�ͳدهیم. افزایش واحد Έی را آن عدد و م�ͳکنیم انتخاب دلخواه ͳرأس مرحله هر در ؟؟) (ش΋ل م�ͳگذاریم.
١٠ از بعد ؟؟ ش΋ل گراف در مثلا̈ شود. بیشتر درجه�اش از یافته افزایش که ͳرأس عدد بار اولین برای که م�ͳدهیم ادامه ͳجای
رخ فروریزش�ای برویم، بعد مرحله به که این از قبل صورت این در است. بیشتر است چهار که درجه�اش از Aرأس عدد مرحله
افزوده واحد Έی مجاورش رأسهای اعداد به عوض در و م�ͳشود کم �اش درجه اندازه به A� رأس در شده نوشته عدد از و م�ͳدهد
درجه�اش از بیشتر ͳرأس عدد دوباره اگر فروریزش این از بعد است.) صفر همواره آن عدد که چاه رأس از غیر (به م�ͳشود.
در اگر ͳول نیست درجه�اش از بیش ͳرأس Ϳهی عدد Aرأس فروریزش از بعد این�جا در م�ͳدهد. رخ فروریزش هم آن برای باشد
C رأس عدد آن متعاقب و م�ͳکند فروریزش رأس این خود ابتدا بیافزاییم، واحد Έی آن به و کنیم انتخاب را B رأس بعد مرحله
که شویم روبرو ͳوضعیت با بعدی مراحل در است مم΋ن البته م�ͳکند. فروریزش هم آن درنتیجه و شد خواهد درجه�اش از بیش
برای که م�ͳشود مطرح سوال� این و شود دیΎر رئوس از زیادی تعداد فروریزش باعث دومینو-وار ش΋ل به رأس Έی فروریزش
بعد که گیریم قرار ͳوضعیت در کرد تصور م�ͳتوان ͳحت بΎیرد. انجام فروریزش�ها این باید ͳترتیب چه به ͳنهای حالت به رسیدن

دهد. رخ فروریزش ابد تا گراف در رأس Έی افزایش از
فروریزش�ها ترتیب ثانیاً و باشیم داشته فروریزش ابد تا ندارد ام΋ان اولا˦ دارند: ͳروشن جواب�های ابهامات این خوشبختانه

دهیم. ͳنام گراف روی عددگذاری�ها این به است بهتر اثبات از قبل ندارد. ͳنهای حالت در ͳاهمیت

اگر و م�ͳگوییم ͳشن تپه Έی باشد صفر مقدارش چاه رأس در که ͳنامنف ΀صحی اعداد به گراف رئوس از تاب΄ هر به تعریف١.
م�ͳنامیم. پایدار تپه را آن باشد مساوی یا کمتر درجه�اش از رأس هر عدد

هر عدد زیرا م�ͳیابد. کاهش یا م�ͳماند ب�ͳتغییر یا فروریزش�ها ͳط در ͳشن تپه Έی رئوس اعداد مجموع که م�ͳکنیم مشاهده
برابر تعدادشان که آن مجاور رأسهای تمام عدد به عوض در ͳول م�ͳشود کاسته درجه�اش اندازه به م�ͳکند فروریزش که ͳرأس
م�ͳیابد کاهش رئوس اعداد مجموع باشد چاه مجاور رئوس این از ͳ΋ی اگر درنتیجه م�ͳشود. افزوده واحد Έی است درجه�اش

م�ͳماند. ͳباق ثابت صورت این غیر در و

شود. تبدیل پایدار تپه به تا دهد رخ فروریزش ͳنامتناه ͳشن تپه�ای در ندارد ام΋ان .٢ قضیه
باشند. متصل هم به گراف در مسیری با رأسش دو هر که ͳ١گراف
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ایران ͳریاض المپیاد فصل�نامه پرگار،

م�ͳکند. فروریزش و م�ͳشود ناپایدار ͳرأس مرحله ١٠ از بعد ͳول است صفر اعداد همه ابتدا گراف این در :١ ش΋ل

آن�ها فروریزش هر ازای به زیرا کنند. فروریزش م�ͳتوانند متناه�ͳبار رئوس این بΎیرید. نظر در را چاه رأس همسایه�های اثبات.
م�ͳتوانند رئوس اعداد مجموع اندازه به حداکثر چاه با مجاور رئوس نتیجه در م�ͳشود. کاسته رئوس اعداد مجموع از واحد Έی

کنند. فروریزش
آن از بیش که دارد وجود ͳمشخص مقدار نیز آن�ها برای بΎیرید. نظر در است دو چاه رأس با فاصله�شان که را ͳرئوس حال

م�ͳشود. افزوده چاه مجاور رأسهای به واحد Έی آن�ها فروریزش هر ازای به زیرا کنند فروریزش نم�ͳتوانند
م�ͳکنند. فروریزش اندازه آن به حداکثر رئوس این که م�ͳآوریم دست به ͳکران چاه مشخصاز فاصله با رئوس برای ش΋ل همین به
تپه�ای به فروریزش ͳمتناه تعداد از بعد تپه�ای هر م�ͳشود نتیجه است چاه از درفاصله�ای ͳرأس هر و است همبند گراف که آنجا از

م�ͳشود. تبدیل پایدار

م�ͳرسیم. پایدار تپه�ای به فروریزش تعدادی از بعد هستیم مطمئن کار اینجای تا بنابراین

ندارد. ͳنهای نتیجه در ͳاهمییت فروریزش�ها ترتیب .٣ قضیه

پایدار تپه Έی به انتها در دهند، رخ فروریزش�ها مختلف طریق دو به و باشد ͳشن تپه Έی c اگر دیΎر عبارت به اثبات.
ابتدا م�ͳدهد نشان که م�ͳدهیم نمایش گراف رئوس از (v۱, v۲ . . . , vn) دنباله Έی با را فروریزش�ها از ترتیب Έی م�ͳرسیم.
مانند فروریزش�ها از دیΎری ترتیب شود. تبدیل پایدار تپه�ای به c تپه تا کرده�اند فروریزش ... و v۲ رأس سپس ،v۱ رأس
و m = n ͳیعن است، ͳ΋ی دنباله دو این اعضای تعداد که م�ͳکنیم ادعا بΎیرید. نظر در c برای را (w۱, w۲ . . . , wm)

این در زیرا م�ͳشود. نتیجه ͳنهای پایدار تپه بودن ͳ΋ی باشد درست ادعا این اگر است. اول دنباله از ͳشتΎجای دوم دنباله
تعداد در رأس Έی درجه کردن ضرب با و است کرده فروریزش بار چند دقیقاً گراف در رأس هر کرد محاسبه م�ͳتوان صورت

م�ͳآید. بدست ͳنهای پایدار تپه در را آن مقدار آن مجاور رأس�های فروریزش�های تعداد کردن کم و آن فروریزش�های
دنباله به اگر بنابراین و است بوده درجه�اش از بیش c تپه در رأس این عدد نتیجه در و است کرده فروریزش v۱ رأس اول دنباله در
رأسهای فروریزش علت به آن عدد نباشد دوم نباله در رأس این اگر واق΄ (در بیابیم. را v۱ رأس باید ͳجای در حتماً کنیم نΎاه دوم
عدد کوچ΋ترین i و wi = v۱ کنید فرض مثلا̈ است.) تناقض در ͳنهای تپه بودن پایدار با که شد خواهد بیشتر ͳحت مجاورش
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ایران ͳریاض المپیاد فصل�نامه پرگار،

هستند. سیاه کاملا̈ ۴ درجه با رئوس شده�اند. سیاه عددشان با متناسب رئوس این�جا در :٢ ش΋ل

بیاوریم. دنباله ابتدای به را آن wi رأس کردن جابه�جا با م�ͳخواهیم باشد. ͳویژگ این با
گرفت: نظر در م�ͳتوان حالت دو است. شده نوشته wi−۱ رأس ،wi راست سمت

wi−۱ فروریزش از قبل ͳیعن wiندارد. عدد در wi−۱تاثیری فروریزش صورت این در که نباشند wiهمسایه wi−۱و که این اول
(w۱, w۲ . . . , wi, wi−۱, . . . , wm) ترتیب ͳیعن کرد برع΋س را آن�ها جای م�ͳتوان نتیجه در و بوده ناپایدار wi−۱ رأس هم
مم΋ن زیرا م�ͳشود مخدوش بالا استدلال صورت این در باشند. همسایه رأس دو این که است این دوم حالت بΎیریم. نظر در را
است ͳکاف کرد جابه�جا م�ͳتوان را رأس دو این دهیم نشان این΋ه برای کند. فروریزش آماده را wi رأس wi−۱ فروریزش است
فروریزش از رأس این و است v۱ همان wi که کنید توجه اما است. بوده ناپایدار wi ، wi−۱ رأس فروریزش از قبل که بΎوییم
ناپایدار wi رأس ،wi−۱ فروریزش از قبل بنابراین است. ناپایدار ͳرأس هنوز نتیجه در و ن΋رده فروریزش هنوز ام i− ۱ تا اول

کرد. جابه�جا مجاورش رأس با را wi م�ͳتوان ͳیعن کرد. جابه�جا را دو این م�ͳتوان نتیجه در و بوده
و (v۱, v۲ . . . , vn) دنباله دو هر کرد فرض م�ͳتوان بنابراین آورد. جلو دوم دنباله ابتدای تا را wi م�ͳتوان ش΋ل همین به
استدلال مشابه بΎیرید. نظر در را دنباله بقیه و بΎذارید کنار را رأس این حال دارند. ͳسان΋ی شروع رأس (w۱, w۲ . . . , wm)

اعضای ͳیعن م�ͳشوند. ͳ΋ی آن�ها اعضای همه انتها در ببینیم م�ͳتوانیم روند این ادامه با کرد. ͳ΋ی هم را بعدی رأس م�ͳتوان بالا
هستند. ی΋دیΎر از ͳشتΎجای دنباله دو

کنیم. تبدیل پایداری تپه به را ͳشن تپه Έی م�ͳتوانیم ابهام بدون بنابراین

است. آمده بدست مم΋ن فروریزش�های تمام اعمال از که است تپه�ای ،ͳشن تپه Έی شده�ی پایدار تعریف۴.

هم ͳنامتناه گراف�های برای داستان این اما باشد. داشته یال و رأس ͳمتناه تعداد Gگراف بود این ما فرض پیش جا این به تا
بنابراین باشد. ͳنامتناه است مم΋ن رأس�ها یا یال�ها کل تعداد ͳول است ͳمتناه رأس هر درجه گراف�ها این در است. برقرار
ͳنهای پایدار تپه صورت این در باشد. صفر رئوس ͳمابق اعداد رأس، ͳمتناه جز به و باشد ͳرأس ͳنامتناه ͳگراف G کنید فرض
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ایران ͳریاض المپیاد فصل�نامه پرگار،

نمودار بالا: شن، Έی ͳتصادف افزودن با فروریزش�ها ͳپراکندگ نمودار پایین: ب) .ͳشن تپه Έی ایجاد الف) :٣ ش΋ل
ͳاریتمΎل

همسایΎانش، یا کند فروریزش خودش یا ͳیعن شود فروریزش�ها درگیر ͳرأس اگر که است این ن΋ته م�ͳشود. تعریف ابهام بدون
در نم�ͳتوانند دور بسیار رأس�های رئوس، اعداد مجموع بودن ͳمتناه علت به نتیجه در ماند. خواهد ناصفر عددش همیشه
رأس ͳمعرف به نیازی ͳحت ͳنامتناه حالت در که کنید توجه برم�ͳگردد. ͳمتناه حالت همان به مساله و شوند درگیر فروریزش�ها

م�ͳرسیم. پایدار حالت به فروریزش تعدادی از بعد همیشه و نیست چاه
΀صحی اعداد زوج رئوس با ͳگراف ͳیعن ،G = Z۲ کنید فرض م�ͳزنیم. شده پایدار ͳشن تپه�های از ͳمثال بخش این انتهای در
رئوس ͳمابق و N = ۵۱۲۰۰ عدد (۰, رأس(۰ در و است ͳنامتناه ͳگراف G است. متصل مجاورش رأس چهار به ͳرأس هر که
١۴٠٨٣۴٧۵ تپه این به رسیدن برای که بدانید است جالب است. شده رسم ٢ ش΋ل در تپه این پایدارشده م�ͳگذاریم. صفر

است. داده رخ فروریزش
روی و دهید قرار چاه را آن دلخواه رأس Έی باشد. ͳرأس n + ۱ کامل گراف G ͳیعن .G = Kn+۱ کنید فرض تمرین١:
بود. خواهد n برابر رئوس تمام اعداد تپه این شده پایدار در دهید نشان دهید. قرار است بزرگتر n از که m عدد دیΎر رئوس

ͳ΋فیزی انΎیزه�های ٢

که ͳامΎهن دارد. ͳشن Έکوچ تپه� Έی رفتار با تشابه�ای که [١] شد مطرح فیزی΋دان سه توسط ١٩٨٧ سال در ͳشن تپه�های
از بیش شن ارتفاع ناحیه�ای در اگر و م�ͳگیرد ش΋ل تپه�ای تدری; به الف) ؟؟ (ش΋ل م�ͳشود ریخته شن ΀مسط ناحیه�ای در
چاه به فروریزش معادل (که شود. خارج ناحیه از آن از ͳقسمت است مم΋ن و م�ͳریزند فرو گرانش اثر در قسمت آن شود، حدی
در دیΎری جهات از ͳول دارد دقت برن; دانه�های برای حدی تا تنها تجربه در و نیست ͳواقع چندان مدل�سازی این است.)
مرب΄ م�ͳریزند فرو آن در شن�های که ΀مسط ناحیه�ی کنید فرض م�ͳدهیم. ΀توضی بخش این در که دارد اهمییت نظری Έفیزی

م�ͳسازد: ͳطبیع LΈی برای زیر شب΋ه که است ͳگراف ناحیه این ͳریاض توصیف است. ش΋ل
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ایران ͳریاض المپیاد فصل�نامه پرگار،

L× L := {(i, j)|i, j ∈ Z, ۰ ≤ i.j ≤ L} ⊂ Z۲

م�ͳکنیم اضافه شب΋ه این به چاه عنوان به دیΎر رأس Έی دارند. دو یا و سه درجه مرزی رئوس و چهار درجه شب΋ه داخل رئوس
احتمال با و تصادف به مرحله هر در باید شوند ریخته ناحیه در شن�ها تصادف به اگر کنیم. وصل مرزی رئوس تمام به را آن و
شود. پایدار حاصل ͳشن تپه تا کنیم صبر و دهیم افزایش واحد Έی را آن عدد و کنیم انتخاب بالا گراف از را ͳرأس ی΋سان
م�ͳتوانیم را م�ͳکنند فروریزش مرحله هر در که رئوس�ای تعداد مثلا̈ کنیم. ͳبررس م�ͳتوانیم را مدل این از ͳمتفاوت رفتارهای
بعدی فروریزش�های سلسله باعث عمل این ͳگاه ͳول نم�ͳدهد رخ ͳفروریزش Ϳهی شن Έی افزایش با اوقات ͳگاه بشماریم.
برابر Lرا قسمت(ب)، ٣ نمودار در م�ͳکنیم. محاسبه را م�ͳدهد فروریزشرخ ... و ٢ ،١ ͳحالات درصد آن ͳبررس برای م�ͳشود.
ستون در را آن ͳپراکندگ و سطر در را فروریزش�ها تعداد و دادیم افزایش را رئوس اعداد تصادف به بار ۵٠٠٠٠ و گرفتیم ٢٠
صفحه در را تواب΄ این که است مرسوم Έفیزی در است. Έهموگرافی نمودار شبیه نمودار این که م�ͳکنیم مشاهده دادیم. نمایش
log(y) = −αlog(x) + log(c) ش΋ل به گرفتن لΎاریتم با باشد، y =

c

xα
تاب΄ ضابطه اگر زیرا کنند. رسم ͳاریتمΎل

قرمز با را آن به Έنزدی راست خط و آن ͳاریتمΎل نمودار ش΋ل؟؟ بالای در است. راست خط Έی نمودار که آمد خواهد در
از ناحیه�ای قطر م�ͳکنند، فروریزش که ͳرأسهای تعداد دهیم: انجام م�ͳتوانیم دیΎر متغیرهای برای را کار همین کردیم. رسم
رسم که ͳنمودارهای تمام که است این جالب ن΋ته ... و م�ͳشود خارج که ͳشن�های تعداد م�ͳدهند، رخ فروریزش�ها که گراف
([۴] به کنید نΎاه ͳمقدمات ͳآشنای (برای م�ͳشود. تعبیر ٢ ͳبحران وضعیت به Έفیزی در پدیده این هستند. بالا مشابه م�ͳکنیم
وضعیت به خود Έدینامی با ... و مغناطش دما، مانند ͳخارج عامل Ϳهی داشتن بدون که دارد اهمیت جهت آن از مدل این

م�ͳرود. ͳبحران

ͳبازگشت تپه�های ٣

ادامه ابد تا بارش اگر م�ͳشود. اضافه ͳشن درگراف ͳرأس به تصادف به مرحله هر ͳیعن باشیم داشته شن از ͳبارش کنید فرض
به شن شدن اضافه محض به مثلا̈ است. ͳمنف سوال این جواب آیند؟ وجود به م�ͳتوانند پایدار ͳشن تپه�های تمام آیا باشد داشته

دهیم. جواب سوال این به م�ͳخواهیم بخش این در نم�ͳرسیم. است صفر آن ریوی تمام که ای تپه به هی�Ϳگاه دیΎر گراف
هر و v ∈ V (G) چاه غیر رأس هر برای باشد. s چاه رأس با G ͳمتناه گراف در پایدار تپه�های تمام مجموعه C کنید فرض
در م�ͳشود. حاصل آن کردن پایدار و v رأس به واحد Έی کردن اضافه از که است پایداری تپه�ی av(c) ،c ∈ C پایدار تپه�ی
بΎیرید. نظر در را av(c), a۲

v(c), a
۳
v(c) . . . دنباله و بΎیرید ثابت را v و c است. خودش به پایدار تپه�های از ͳاشتΎن av واق΄

و v رأس به شن n کردن اضافه از که است ͳعملیات ͳ΋فیزی بیان به و خودش با av تاب΄ بار n ترکیب ͳیعن ͳریاض بیان به anv )
از عضو دو است، ͳمتناه تپه�ها این تعداد و است پایدار تپه�های از دنباله�ی این که آنجا از م�ͳآید.) بدست تپه آن کردن پایدار
این از ͳمتوال گرفتن av با .anv (c) = amv (c) باشیم: داشته n ̸= m ͳطبیع اعداد برای کنید فرض مثلا̈ باشد. ͳ΋ی باید آن
از v رأس به واحد Έی افزودن و c تپه از شروع با دیΎر بیان به است. متناوب بعد به ͳجای از اول دنباله م�ͳشود نتیجه تساوی
و بسازیم م�ͳتوانیم ͳمتفاوت cهای برای را دنباله این v کردن عوض با شد. خواهیم پایدار تپه�های از دور Έی وارد بعد به ͳجای

برسیم. ͳمتفاوت دورهای به

عبارت به م�ͳنامیم. گذرا را تپه�ها بقیه و ͳبازگشت باشد بالا دورهای از ͳ΋ی در v هر برای که ͳتپه�های مجموعه به تعریف۵.
که باشد داشته وجود ۱ < n ͳطبیع عدد ،v چاه غیر رأس هر برای اگر وفقط اگر است ͳبازگشت c مانند تپه Έی دیΎر

anv (c) = c

م�ͳشود مای΄ به جامد از وض΄ تغییر باعث دما شدن زیاد و کم آن�جا م�ͳدهد. رخ آب برای صفر دمای ͳ΋نزدی در که ͳوضعیت ٢مانند
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av(aw(c)) = aw(av(c)) ،c تپه و v, w رأس دو هر برای ͳیعن هستند ͳجابجای av تواب΄ .۶ قضیه

از بعد و کنیم اضافه واحد Έی v رأس به اول c تپه در اگر بΎوییم که است این معادل تواب΄ این بودن ͳجابجای اثبات.
آمده بدست v و w رأس کردن جابه�جا با ͳول آن مشابه که م�ͳرسیم تپه�ای به کنیم، اضافه واحد Έی w رأس به پایدارسازی
پایدارشدن از که م�ͳرسیم تپه�ای به مراحل این دو هر پایان در که م�ͳشویم متوجه برگردیم ٢ قضیه اثبات به اگر واق΄ در است.

است. ͳ΋ی شن�ها اضافه�کردن از ͳترتیب هر ͳنهای نتیجه� و م�ͳشود حاصل w و v رئوس اعداد واحدی Έی افزایش با c تپه

هم av(c) باشد، ͳچاه غیر دلخواه رأس v و باشد ͳبازگشت تپه�ای c اگر دهیم نشان م�ͳخواهیم برم�ͳگردیم. ͳبازگشت تپه�های به
:Έی از بزرگتر n ͳطبیع عدد Έی برای است ͳبازگشت c که آنجا از باشد. دلخواه ͳرأس w کنید فرض بود. خواهد ͳبازگشت

anw(c) = c

م�ͳدهیم: اثر طرفین روی را av
av(a

n
w(c)) = av(c)

نتیجه: در و است anw(av(c)) برابر بالا عبارت چپ سمت م�ͳشوند جابه�جا aw و av چون اما

anw(av(c)) = av(c)

م�ͳگیریم نتیجه م�ͳکند کار ای w رأس هر برای بالا استدلال که آنجا از است. ͳبازگشت تپه�ای w رأس برای هم aw(c) ͳیعن
م�ͳنΎارند. خودشان به را ͳبازگشت تپه�های av نΎاشت�های م�ͳدهد نشان این است. ͳبازگشت تپه�ای aw(c)

هستند. پوشا و Έی به Έی ͳبازگشت تپه�های روی av نΎاشت�های .٧ قضیه

n > ۱ ͳطبیع عدد م�ͳدانیم چاه. غیر ͳرأس w و باشد ͳبازگشت تپه Έی c کنید فرض است. ساده�تر ͳکم بودن پوشا اثبات.
که: دارد وجود

anw(c) = c

aw نتیجه در است. c برابر aw توسط است) ͳبازپشت تپه�ای (که an−۱
w (c) تصویر ͳیعن aw(an−۱

w (c)) = c نتیجه در و
پوشاست.

کنید: فرض بودن Έی به Έی اثبات برای

av(c۱) = av(c۲)

که: دارند وجود n۲ و n۱ اعداد بازگشت�ͳاند، ͳتپه�های c۲ و c۱ که آن�جا از

an۱
v (c۱) = c۱, an۲

v (c۲) = c۲

بΎیرید. فوق خاصیت این با اعداد کوچ΋ترین را n۲ و n۱

داریم: دهیم اثر av(c۱) = av(c۲) طرفین به را an۱
v اگر

an۱+۱
v (c۱) = an۱+۱

v (c۲) ⇒ av(c۱) = av(c۲) = an۱+۱
v (c۲)

نتیجه در و n۱ ≤ n۲ م�ͳآید: بدست مشابهاً .n۲ ≤ n۱ ͳیعن است. مساوی یا کمتر n۱ از c۲ تناوب م�ͳدهد نتیجه آخر تساوی
است. Έی به Έی av پس .c۱ = c۲ آید بدست تا دهیم اثر av(c۱) = av(c۲) طرفین به را an۱−۱

v نهایت در .n۱ = n۲
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ͳمثلث گراف ͳبازگشت تپه�های :۴ ش΋ل

رسم ۴ ش΋ل در در تپه�ها این هستند. ͳبازگشت تپه ٣ تنها موجود ͳشت تپه ٩ بین از دهید نشان ͳمثلث گراف برای تمرین٢:
کردیم.

ͳگروه ساختار ۴

با م�ͳتوان را پایدار تپه دو آید، بدست دیΎری ͳصحیح عدد تا کرد جم΄ هم با را آن� عضو دو م�ͳتوان که ΀صحی اعداد مشابه
حاصل تپه بعد و کنیم جم΄ هم با رأس هر برای را تپه دو اعداد آن�ها جم΄ برای آید. بدست دیΎری پایدار تپه تا کرد جم΄ هم

سازیم. پایدار را
سه a, b, c اگر م�ͳدانیم بازگردید. ͳصحیح اعداد به سوال این به دادن جواب برای کرد؟ تفریق هم از را تپه دو م�ͳتوان آیا اما

که: باشند ΀صحی عدد
a+ b = a+ c

به b− c آوردن بدست برای زیرا م�ͳشود. تفریق ͳتعریف خوش باعث که است ΀صحی اعداد ͳحذف خاصیت این .b = c آنΎاه
.a = b− c م�ͳکنیم تعریف نتیجه در و b = a+ c که دارد وجود aΈی تنها که م�ͳدهد اطمینان ما

از اما شود. نقض خاصیت این که زد ͳمثال م�ͳتوان گراف�ها بیشتر در است؟ برقرار پایدار تپه�های مورد در ͳحذف خاصیت آیا
را موضوع این بخش این در شد. خواهد برقرار ͳحذف خاصیت کنیم ͳبازگشت تپه�های به محدود را خود توجه اگر خوش بخت

دارد. وجود ͳبازگشت تپه�های در انΎیزی هیجان ساختار که دید خواهید و م�ͳکنیم ثابت
اول پایدار تپه به ͳشن�های که است این معادل کار این زیرا است. ͳبازگشت تپه�ای ،ͳبازگشت تپه دو جم΄ که کنید توجه ابتدا
که دیدیم ۶ قضیه در است. ها av تواب΄ از تعدادی دادن اثر معادل کار این دیدیم قبل بخش در که همانطور و کنیم اضافه
این بود. خواهد ͳبازگشت هم ͳنهای تپه تواب΄ این تمام دادن اثر از بعد نتیجه در و است ͳبازگشت تپه�های تواب΄ این تمام تصویر
٢ تمرین به برگردیم بΎذارید بنویسیم. ها av از ͳترکیب برحسب م�ͳتوانیم را ͳبازگشت تپه Έی که م�ͳکند پیشنهاد ما به برهان

بنویسیم: زیر ش΋ل به را ͳبازگشت تپه�های کار این با و قبل بخش

A = aia
۲
j , B = a۲

iaj , C = a۲
ia

۲
j

قلم از را آن فعلا̈ ͳول است آن صفر رئوس همه اعداد که است تپه�ای ϕ که A = ai(a
۲
j(ϕ)) بنویسیم که است دقیق�تر (البته
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داریم: آن�ها دوبدوی جم΄ برای نتیجه در م�ͳاندازیم.)

A+B = aia
۲
j(a

۲
iaj) = a۳

ia
۳
j = aia

۴
j = a۲

ia
۲
j = C,

B + C = a۴
ia

۳
j = a۲

ia
۴
j = a۳

ia
۲
j = aia

۳
j = a۲

iaj = B

A+ C = a۳
ia

۴
j = · · · = A

A+A = B, B +B = A, C + C = C

به ٣ پیمانه به که اعدادی مجموعه با را C و B ،A اگر که کرد خواهید کشف بیندازید نΎاه مجموع�ها این به دقت با اگر
است. برقرار بالا جم΄�های تمام کنیم، تناظر هستند ٠ و ٢ ،١ ترتیب

کنیم. ͳمعرف را تپه Έی وارون است ͳکاف کار این برای کرد؟ کم هم از را ͳبازگشت تپه دو م�ͳتوان چΎونه برگردیم: اول سوال به
av تواب΄ بیندازید. ͳاهΎن ۶ قضیه به دوباره وارون تعریف برای است. دوم عدد وارون با اول جم΄ برابر عضو دو تفاضل زیرا
ͳبازگشت x = av۱av۲ . . . avn(ϕ) تپه اگر حال کنیم. تعریف را ها a−۱

v از م�ͳتوانیم و وارون�پذیرند ͳبازگشت تپه�های روی ها
تعریف عضو این وارون عنوان به را آن و است ͳبازگشت هم a−۱

v۱ a
−۱
v۲ . . . a−۱

vn (x) استقرا با است. ͳبازگشت هم a
−۱
v۱ (x) باشد،

است. C و A ،B ترتیب به C و B ،A وارون قبل مثال در داد نشان م�ͳتوان مثلا̈ م�ͳکنیم.
تعریف را آن�ها از تعدادی تفاضل و جم΄ م�ͳتوانیم پرانتزگذاری به نیازی Ϳهی بدون ͳبازگشت تپه�های مجموعه�های در نتیجه در
ساده�ترین باشد؟ چنین این که م�ͳشناسیم دیΎری مجموعه آیا م�ͳگویند. ٣ͳآبل یΈگروه ساختاری چنین به ͳریاض نظر از کنیم.
مقدار عددی پیمانه به که اعدادی مجموعه دیدیم بالا مثال در که همانطور است. ͳمعمول تفریق و جم΄ با ΀صحی اعداد مثال
.مرسوم ۳k+ ۲ و ۳k+ ۱ ،۳k عضوی ٣ مجموعه با شد معادل دیدیم که بود ٣ عدد این بالا در اینΎونه�اند. هم باشند ͳخاص
مولفه�های با ͳتای n بردارهای ͳیعن Zn دیΎر مثال دهیم. نشان Zn با را مجموعه این بΎیریم نظر در n پیمانه به اگر است
Zn۱ × Zn۲ × · · · × Znk

آخر مثال دو کردن ترکیب با کرد. برداری تفاضل یا جم΄ م�ͳتوان را بردار دو هر است. ΀صحی
وجود ͳآبل گروه�ها در ͳجالب قضیه و شوند گرفته نظر در مختلف عدد k پیمانه به آن مولفه�های که است ͳهای�ͳتای k مجموعه
بدست به را ͳبازگشت تپه�های گروه شناخت قضیه این دارد۴. صورت این به ͳنمایش ͳمتناه ͳآبل هرگروه م�ͳکند ثابت که دارد
عضو همان برابر آن با عضوی هر جم΄ که دارد وجود صفری� عضو ͳآبل گروه� هر در م�ͳکند. تبدیل nk تا n۱ اعداد آوردن
صفر عضو ۵ ش΋ل در است. دشوار کاری دلخواه گراف در عضو این کردن پیدا بود. صفر C تپه ͳمثلث گراف در مثلا̈ است.

شده�است. رسم ۵۲۲× ۵۲۲ شب΋ه
سوال آوردیم. بدست را ͳبازگشت تپه�های گروه بعد و کردیم انتخاب چاه عنوان به را گراف از ͳرأس ابتدا در آورید بیاد اگر
است. ͳمنف ͳآسای معجزه ش΋ل به دوباره هم سوال این جواب م�ͳکند. عوض را گروه این چاه رأس انتخاب آیا که اینجاست
avها برحسب تپه Έی نوشتن نحوه به قضیه، این اثبات و بیان از قبل است. چاه رأس انتخاب از مستقل گروه این ͳیعن
نΎاشت Έی نیز آن�ها ترکیب بنابراین است نΎاشت Έی avها از Έی هر دارد: وجود نمایش این در ͳضریف ن΋ته برم�ͳگردیم.
همان ͳ΋ی دارد. ترجمه دو تپه، دو جم΄ رو این از م�ͳگیریم. ی΋سان تپه�ای با را نΎاشت این ما ͳول است. ͳشن تپه�های روی
تاب΄ دو ترکیب معنای به دیΎری است. حاصل تپه کردن پایدار و آن�ها رأس به رأس جم΄ ͳیعن گفتیم، بخش اول در که است
بیان مثلا̈ هستند. ی΋سان ͳریاض ساختار Έی از ͳمختلف بیان�های دو این نوشتیم. ͳمثلث گروه به مربوط محاسبات در که است

بنویسیم: م�ͳتوانیم ͳمثلث گراف در ͳتابع
a۳
i = aiaj , a۳

j = ajai

محاسبات با و است دیΎر رأس به شن Έی و آن به شن Έی کردن اضافه معادل رأس Έی به شن ٣ کردن اضافه که معنا این به

نام از نیز ͳآبل کلمه داد. قرار ͳبررس مورد را آن�ها ͳجمع رفتار ͳانسان گروه Έی مانند و بΎذارند اثر هم روی م�ͳتوانند است این گروه کلمه اطلاق ٣علت

است. شده گرفته کرده مجموعه�ها این با رابطه در ͳدرخشان کارهای که نروژی نامدار ریاضیدان Nils Henric Abel آبل Έهنری
fundamental theorem of finite abelian groups۴
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هستند. شن ١ و ٢ ،٣ ،۴ دهنده نشان ترتیب به ͳنارنج و قرمز سبز، ،ͳآب نقاط بزرگ، شب΋ه Έی در صفر عضو :۵ ش΋ل

تساوی: به وارون�پذیرند دو این که ͳبازگشت تپه�های روی ͳسررأست

a−۱
i = aia

۲
j

بنویسیم: م�ͳتوانیم است، وصل vm تا v۱ رئوس به که بΎیریم نظر در گراف در را w مانند ͳرأس اگر ͳکل حالت در برسیم.

amw = av۱av۲ . . . avm

|V (G)| − ۱ رئوس تعداد برابر ها av تعداد و روابط این تعداد داریم. ها av نΎاشت�های روی که است ͳروابط تنها این�ها
خواهید ͳبدیه رابطه به کنید ضرب هم در ها w تمام برای را معادلات تمام اگر نیست�اند. مستقل هم از روابط این البته است.

رسید.
دارد. وجود گراف Έی در ͳبازگشت تپه Έی حداقل چرا که نیست ΀واض بازگردید ͳبازگشت تپه�های تعریف به دیΎر بار Έی
رأس Έی حداقل برای بودن ͳتناوب رئوس، تمام برای بودن ͳتناوب جای به و کرد ساده م�ͳتوان را تعریف دهیم نشان م�ͳخواهیم
دیΎر رئوس برای خود به خود c آنΎاه anw(c) = c که باشد داشته وجود w رأس Έی c تپه� برای اگر ͳیعن کرد. جایΎزین را
ͳشن تپه�های بودن ͳمتناه علت به بΎیرید. نظر در u مانند دیΎری رأس است. ͳبازگشت تپه�ای نتیجه در و م�ͳشود ͳتناوب نیز

که: دارند وجود p و N اعداد م�ͳدانیم
aN+p
u = aNu

رسیدیم: زیر رابطه به بالا در این بر علاوه

amw = av۱av۲ . . . avm

رئوس برای را مشابه رابطه و کنیم ترکیب بارها و بارها خودش با را رابطه این اگر است. w راس همسایه�های vm تا v۱ که
که: است Mای عدد ͳیعن است.) وصل w به u (زیرا شد. خواهد ظاهر au بنویسیم دیΎر

aMn
w = aNu (ax۱ax۲ . . . axk

)
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ندارد. وجود ͳبازگشت تپه Έی در که ͳگراف�های زیر :۶ ش΋ل

داریم: باشند.) برابر u با ͳبعض است (مم΋ن هستند. رئوس از دنباله�ای xk تا x۱ که

apu(c) = apu(a
Mn
w (c)) = apu(a

N
u ax۱ax۲ . . . axk

(c)) = aN+p
u (ax۱ax۲ . . . axk

(c)) =

aNu (ax۱ax۲ . . . axk
)(c) = aMn

w (c) = c

تپه Έی حداقل که گرفت نتیجه م�ͳتوانیم است رأس Έی تناوب در تپه Έی حداقل چون است. ͳتناوب هم u برای c بنابراین و
آن رأس هر که تپه�ای م�ͳگیریم نتیچه م�ͳماند، پایدار همچنان تپه این شن افزوردن با چون این بر علاوه دارد. وجود ͳبازگشت

است. ͳبازگشت دارد شن درجه�اش اندازه به دقیقاً
م�ͳدهد نشان موضوع این م�ͳرسیم. ͳسان΋ی ͳآبل گروه به چاه عنوان به گراف مختلف رأسهای انتخاب با دهید نشان :٣ تمرین
دارد. ͳΎبست گراف ساختار به تنها و است ثابت ͳبازگشت تپه�های گروه� اما م�ͳکنند تغییر تعویضچاه با ͳبازگشت تپه�های چند هر
ͳبخش دو کامل گراف ͳیعن Km,n گراف و Zn−۲

n برابر ͳرأس n کامل گراف ͳیعن Kn ͳبازگشت گروه دهید نشان تمرین۴:
است. Zmn × Zm−۲

n × Zn−۲
m برابر ͳرأس n و m

آورید. بدست ͳبازگشت تپه�های گروه صفر عضو محاسبه برای کامپیوتری ͳورریتمΎال تمرین۵:

فراگیر درخت با ارتباط ۵

ͳبازگشت تپه�های در حالات ͳبعض که شده�اید متوجه احتمالا˦ گذرا؟ یا است ͳبازگشت بفهمیم ͳشن تپه Έی اعداد روی از چΎونه
با باشد ͳبازگشت رأس Έی در صفر عدد با تپه�ای اگر است. صفر عدد با ͳرأس وجود حالت �ترین ساده دهد. رخ نم�ͳتواند
دیΎر شود ناصفر ͳرأس عدد این�که محض به اما برگردیم. آن به دوباره باید آن کردن پایدار و رأس این به ͳمناسب عدد افزودن
نم�ͳتواند ͳبازگشت تپه Έی که دیΎری حالت هستند. گذرا تپه�ها این بنابراین و شود صفر نم�ͳتواند فروریزش�ها ͳط هی�Ϳگاه
ͳ΋ی به ͳمناسب عددی افزودن با دوباره باشد ͳبازگست تپه�ای چنین اگر است. Έی اعداد با مجاور رأس دو وجود باشد، داشته
در را م�ͳشوند تش΋یل Έی درجه با رأس دو این که ͳفروریزش آخرین برگردیم. آن به باید حاصل تپه پایدارکردن و رأس دو از
ام΋ان دیدیم که باشد صفر باید اتفاق این از قبل دیΎر رأس عدد آنΎاه باشد کرده فروریزش رأس دو از ͳ΋ی اگر بΎیرید. نظر
ندارد. ام΋ان بازهم که باشد صفر رأس دو از ͳ΋ی حداقل عدد باید نیز باشد کرده فروریزش دو این از غیر ͳرأس اگر ندارد.
زیر از Έی Ϳهی دهید نشان م�ͳتوانید همینطور باشد. داشته وجود ͳبازگشت تپه در نم�ͳتواند Έی عدد با مجاور رأس دو بنابراین

ندارد. وجود ͳبازگشت تپه Έی در ۶ ش΋ل گراف�۵های
است: ͳبازگشت تپه�های در مجاز غیر حالات این تعمیم زیر قضیه

رئوس این بین یال�های از مجموع زیر همراه به رئوس از زیرمجموعه ͳ۵یعن
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نشان قرمز مرب΄ با ضل΄ هر کنار را چاه رأس ͳراحت برای اینجا در خارج. در چاه رأس Έی با ͳرأس ١۶ مشب΋ه گراف :٧ ش΋ل
رسیدیم. ͳدرخت زیر به پایان در مرحله ۶ از بعد م�ͳسوزند. مرحله هر در که هستند ͳرئوس هم قرمز دایره�های دادیم.

باشد، مساوی یا کمتر F در درجه�اش از F در رأس هر عدد که باشد داشته وجود G از F گراف زیر c تپه برای اگر .٨ قضیه
نیست. ͳبازگشت c آنΎاه

تش΋یل F اعداد که باری آخرین بالا استدلال مشابه و بزنید استقرا F رئوس تعداد علاوه به رئوس اعداد مجموع روی اثبات.
بΎیرید. نظر در را م�ͳشوند

F م�ͳتوان ضورت این غیر در زیر باشد. درجه�اش برابر چاه مجاور رئوس از ͳ΋ی عدد حداقل باید ͳبازگشت تپه Έی در نتیجه:
گرفت. G کل برابر را

از استفاده با ͳول م�ͳکنیم نظر صرف آن اثبات از این�جا در است. مش΋ل ͳکم آن اثبات منتها است درست هم بالا قضیه ع΋س
تعداد بین Έی به Έی تناظری م�ͳدهد نشان الΎوریتم این م�ͳکنیم. ͳمعرف تپه Έی بودن ͳبازگشت تشخیص برای ͳوریتمΎال آن

دارد. وجود گراف فراگیر زیردرخت�های و ͳبازگشت تپه�های
به باشد. داشته شده سوخته یا سالم حالت دو از ͳ΋ی م�ͳتواند رأس هر مرحله هر در و م�ͳشود اجرا مرحله تعدادی در الΎوریتم
حال ماند. خواهند سوخته همیشه برای سوخت، ͳرأس هرگاه و هستند سالم ابتدا در رئوس همه است سوخته که چاه رأس از غیر
م�ͳکنیم. تبدیل سوخته به سالم از را آن�ها و باشد مساوی یا کمتر درجه�شان از عددشان که م�ͳکنیم پیدا را ͳرئوس اول مرحله در
نشان قرمز دایره با را آن�ها که م�ͳسوزند رأس چهار اول مرحله در دارد، غیرچاه رأس ١۶ که ٧ ش΋ل شب΋ه�ای گراف در مثلا̈
مساوی یا کمتر گراف این در درجه�شان از عددشان که ͳآن�های تمام و م�ͳکنیم نΎاه سالم رأسهای گراف به بعد مرحله در دادیم.
تپه ماند ͳباق رئوس از �ای مجموعه پایان در اگر م�ͳسوزند. رئوس از تعدادی مرحله هر در ترتیب همین به م�ͳسوزانیم. را است
است. ͳبازگشت حتماً تپه نماند ͳباق ͳرأس اگر داد. قرار ٨ قضیه در F جای به م�ͳتوان را مجموعه این زیرا نیست. ͳبازگشت
ͳرأس که مرحله هر در سپس دهید. رئوس به ͳترتیب ابتدا از فراگیر درخت�های زیر با تناظر یافتن برای پایان در کنید!) (ثابت

کنید. وصل سوخته�اند قبل مرحله در که همسایه�اش رئوس بین در ترتیب کوچ΋ترین به را آن م�ͳسوزد
در جم΄ مفهوم شد؟ خواهد چΎونه آن�ها گروه فراگیر، درخت�های زیر و ͳبازگشت تپه�های بین تناظر این با شما نظر به تمرین۶:

بیاندازید. دوباره ͳاهΎن ۴ تمرین به چیست؟ فراگیر زیرگراف�های
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Έخش کویر Έی ماهواره�ای تصویر :٨ ش΋ل

مرتبط مسایل ۶

ͳمنف رئوس اعداد فروریزش�ها طول در دهیم اجازه کنید فرض مثال عنوان به دارد. وجود ͳشن تپه�های در ͳجالب ن΋ات و مسایل
ͳیعن نیست. پذیر ام΋ان کار این که شده داده نشان شود؟ کمتر کار این با رأس هر فروریزش�ها تعداد دارد ام΋ان آیا بشوند. نیز
این به است. رأس) Έی برای چه و گراف کل برای (چه مم΋ن تعداد کمترین م�ͳدهد انجام تپه Έی که ͳفروریزش�های تعداد
بعد کاهش و مقیاس ͳناوردای نشده�اند اثبات هنوز ͳشن تپه�های در که مهم پدیده دو م�ͳگویند. عمل۶ کمترین اصل حقیقت
حاصل ش΋ل گراف شدن بزرگ با م�ͳآید نظر به بیاندازید. نΎاه دوباره ۵ و ٢ ش΋ل�های به مقیاس ͳناوردای درک برای است.
اما دارد ͳریاض دقیق بندی صورت به نیاز دارد وجود حدی ش΋ل معنا چه به که این البته م�ͳشود. Έنزدی حدی ش΋ل Έی به
مشابه�اند. پدیده�ها از بسیاری هم گراف بعد افزایش با که است معنا این به بعد کاهش است. ارزشمند زمینه این در ͳتلاش هر
بسیاری تعمیم�های دهیم. قرار مطالعه مورد را آن بعدی دو مقط΄ Έی و کنیم کار Z۳ گراف با Z۲ گراف جای به م�ͳتوان مثلا̈
مجاور رأس دو بین اختلاف که م�ͳدهند رخ ͳوقت فروریزش�ها م�ͳکنند فرض آن کردن ͳواقع برای مثلا̈ دارد. وجود مدل این از
مدل این در دیΎر کردیم اشاره بالا در که av نΎاشت�های زیرا است مش΋ل�تر ͳکم مدل این با کردن کار شود. بیشتر مقداری از
مدل این باشند. مثبت و ͳحقیق مقادیری فروریزش�ها مقدار و رأس Έی اعداد م�ͳکنند فرض ͳمدل�های در نیست�اند. ͳجابجای
دیفرانسل معادلات با ͳجالب ارتباطات و است مناسب حدی مسایل کردن حل برای ͳول دارد بالا مدل با جدی تفاوت�های هم

دارد. پاره�ای
مدل را آن م�ͳتوانیم چΎونه م�ͳدهد. نشان را آن تپه�های همراه به کویرها ترین Έخش از ٨ ش΋ل ماهواره�ای تصویر تمرین٧:

کنیم؟ ͳریاض بندی

Least Action Potential Principle۶
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