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قدردانͬ

و مͬ�کنم تشͺر کشيده�اند برايم عليشاهͬ کسری عزيزم راهنمای استاد و دوست زحماتͬ تمام از
مͬ�کنم. تقديم هستند پشتيبانم همواره که مادرم و پدر به را پايان�نامه اين
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تصادفͬ جایͽشت صعودی زیردنباله بزرگترین و همرزلͬ مدل

چͺیده

در که مدلͬ است. احتمالات رشته مهم مسایل از تصادفͬ، پدیده�های حدی رفتارهای بررسͬ
این قدمت است. تصادفͬ جایͽشتͬ صعودی زیردنباله بزرگترین مͬ�کنیم بررسͬ �پایان�نامه این
متنوعͬ مسایل و ابزارها آن حل دهه ͷی حدود طول در و مͬ�رسد میلادی شصت دهه به مساله
است شده شناخته دیͽر مسایل با مساله این ارتباط درباره جالبͬ پیشرفت�های نیز اخیراً شد. ابداع
را مساله صورت کرد خواهیم سعͬ این�جا در است. تصادفͬ ماتریس�های مساله آن مهمترین که

دهیم. ارایه متاخری و روشن�گر اثبات و طولانͬ حدی تا و قدیمͬ اثبات و کنیم بیان کامل

نمایش�های ،͹یان نمودار همرزلͬ، مدل صعودی، زیردنباله بزرگترین تصادفͬ، جایͽشت کلیدی: واژه�های
جایͽشتͬ. گروه

۴
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پیش�گفتار

اولام توسط بار اولين مسئله اين دارد؟ اندازه�ای چه میانͽین طور به جايͽشت ͷی صعودی دنباله زير بزرگترين
شود، انتخاب Sn از جایͽشتͬ اگر زد حدس کارلو مونت روش�های با او شد. طرح ميلادی ۶٠ دهه اوايل در

دارد.
√
n مرتبه از رشدی آن صعودی دنباله زیر بزرگترین میانͽین

Ln اگر و دارد هندسͬ بيانͬ مساله اين داد نشان او شد. برداشته همرزل١ͬ توسط ١٩٧١ سال در قدم اولين
نامعلوم آن مقدار که هرچند دارد وجود c = lim

n→∞
E(Ln)√

n
باشد، صعودی دنباله زير بزرگترين طول تصادفͬ متغير

ͷورشي سرانجام و است ٢ برابر c مͬ�کرد پيش�بينͬ محاسباتعددی يافت. ادامه آن محاسبه برای تلاش�ها بود.
و تصادفͬ جايͽشت�های بين تناظری اساس بر آن�ها کار يافتند. آن برای دقيقͬ اثبات ١٩٧٩ سال در کروو و
کردند معرفͬ را فرايندی همرزلͬ ايده از الهام با دياکونيس و الدوس ١٩٩۵ سال در است. Sn گروه نمایش�های
اخير دهه�های در است. معروف همرزلͬ فرايند به امروزه فرايند اين مͬ�داد. ارائه c = ۲ برای مقدماتͬ اثبات که
بزرگترين با Ln حدی رفتار انͽيز حيرت تشابه آن دلايل از ͬͺي است. گرفته قرار توجه مورد دوباره مساله اين
نشان طاقت�فرسا محاسباتͬ در ͷبي و دايفت يوهانسون، ١٩٩٩ سال در است. ماتريستصادفͬ ͷي ويژه مقدار
به تصادفͬ ماتريس�های در شده شناخته توزيعͬ با مرتبط µ∞ که Ln = ۲

√
n − µ∞n۱/۶ + o(n۱/۶) دادند
است. ويدام ترسͬ- توزيع نام

ارائه c برای اوليه تقريب�هايͬ و مͬ�پردازيم همرزلͬ اثبات و هندسͬ بيان اين به نامه پايان� اين اول فصل در
آن�ها کار از مستقيما فصل اين مطالب دارد. اختصاص دياکونيس و الدوس اثبات به دوم فصل در مͬ�دهيم.
نمايش نظریه از اثبات اين که آنجا از مͬ�کنيم. بيان را کروو و ͷورشي اثبات پايانͬ فصل در است. شده برداشته

پرداخت. خواهیم نظريه این بر کوتاه مروری به نامه پايان اين ضميمه در مͬ�کند، استفاده

J.Hammersely١

سوم



تصادفͬ جايͽشتͬ صعودی دنباله زير بزرگترين .١

پواسون نقطه�ای فرايند و تصادفͬ جايͽشت ارتباط .١.١

است: زير شرح به ساده الͽوريتم� ͷي کرد؟ توليد جایͽشت�ها تمام بین از يͺنواختͬ جايͽشت مͬ�توان چͽونه
و مͬ�دهيم قرار آن راست يا و ͷي چپ سمت برابر احتمال به را دو عدد سپس مͬ�نويسيم. را ͷي عدد ابتدا
ته سر، برابر احتمال به را n عدد n-ام قدم در است. (٢،١) يا (١،٢) برابر احتمال به حاصل جايͽشت بنابراین
يͺنواخت طور به نهايͬ جايͽشت وضوح به مͬ�گذاريم. فعلͬ جايͽشت اعضای بين فاصله n− ۱ از ͬͺي در يا و

است. شده توليد Sn جايͽشتِ n! بين از
روی تصادفͬ فرايندی بلͺه مͬ�کند توليد یͺنواخت تصادفͬ جايͽشت ͷي مرحله هر در تنها نه بالا روش
خواهيم استفاده ͹يان نمودار�های حدی شͺل با ارتباط در نͺته اين از سوم فصل در مͬ�سازد. جايͽشت�ها

کرد.
مͬ�کنيم: بيان تصادفͬ جايͽشت ͷي توليد برای �هندسͬ الͽوريتمͬ اين�جا در اما

باشد. [۰, ۱] × [۰, ۱] ⊂ R۲ واحد مربع I و صفحه در ۱ نرخ با پواسون١ نقطه�ای فرايند ͷي N مͬ�کنيم فرض
با فرايند اين از نمونه ͷي ω مͬ�کنيم فرض همچنين است. ۱ نرخ با پواسونͬ تصادفͬ متغير I در نقاط تعدادِ
مرتب صعودی شͺل به و تصوير y و x محور دو هر روی را I در نقاط باشد. آن در نقطه n حظور شرط
در σنقاط ∈ Sn جايͽشت ͷي ازای به بنابراين . y۱ < y۲ < · · · < yn و x۱ < x۲ < · · · < xn مͬ�کنيم:�
σ جايͽشت ديد مͬ�توان پواسون نقطه�ای فرايند تقارن علت به هستند. {(xi, yσ(i))|۱ ≤ i ≤ n} شͺل به I

است. شده انتخاب Sn جايͽشت�های بين از يͺنواخت طور به بود شده خواسته که طور همان
σ در صعودی دنباله�ی زير ͷی انتخاب است. صعودی دنباله�ی زير بزرگترين با ارتباطش الͽوريتم اين اهميت

باشد داشته مثبت شيب آن�ها از کدام هر بين واصل پاره�خط�های که است نقطه تعدادی انتخاب معادل
کنيم. ثابت صعودی دنباله زير بزرگترين طول �برای احͺامͬ هندسͬ بيان اين از استفاده با مͬ�خواهيم

N پواسون نقطه�ای فرايند برای و مͬ�گيريم σ ∈ Sn صعودی زيردنباله بزرگترين طول را Ln(σ) تصادفͬ متغير
ناحیه در مثبت شيب با شͺسته�ی خط بزرگترين روی نقاط تعداد را L↗(x, y) تصادفͬ متغیر صفحه، کل روی

مͬ�کنيم: تعريف x ∈ R برای و مͬ�دهيم قرار ( I نقاط تعداد روی شرط (بدون [۰, x]× [۰, y]

مشخص يͺتا طور به شرط دو اين با فرايند است.اين صفحه در تصادفͬ نقاط توليد برای احتمالاتͬ مدل پواسون نقطه�ای ١فرايند
مجموعه زير دو نقاط تعداد (٢ است. آن مساحت نرخ با پواسون متغیری صفحه از بورل مجموعه زير هر نقاط تعداد (١ مͬ�شود:

است. هم از مستقل صفحه از مجزا

١



تصادفͬ جايͽشتͬ صعودی دنباله زير بزرگترين .١

...

مثبت شيب با شͺسته�ی خط طولانͬ�ترین :.١.١ شͺل

g(x) = E(L↗(x, x))

تصادفͬ�های متغير داريم انتظار دارد وجود نقطه n ميانͽين طور به [۰,
√
n] × [۰,

√
n] مربع در که آن�جا از

با را L↗(
√
x,
√
x) تصادفͬ متغير ساده�گͬ برای باشند. يͺديͽر به ͷنزدي توزيع در Ln و L↗(

√
n,

√
n)

x −→ +∞ وقتͬ را آن حدی رفتار و مͬ�کنيم g(x) تابع به محدود را خود توجه فعلا مͬ�دهيم. نشان L↗
x

مͬ�دهیم. تعمیم Ln به را آن بعد بخش در و مͬ�کنيم بررسͬ
تا (t, t) از و (t, t) تا (۰, ۰) از مثبت شيب با شͺسته�ی خط ͷي دادن قرار هم کنار با که مͬ�کنيم مشاهده
کنید توجه اما مͬ�آيد. دست به (t + s, t + s) تا (۰, ۰) از مثبت شيب با شͺسته�ی خط ͷي (t + s, t + s)

تا (t, t) نقطه از مثبت شیب با شͺسته خط بزرگترین تصادف̞ͬ متغیر نقطه�ای، فرایند بودن پواسونͬ علت به که
تصادفͬ متغير نتيجه در ندارد. مͬ�رسد، (s, s) به (۰, ۰) از که مشابه�ای تصادفͬ متغیر با فرقͬ (t+ s, t+ s)

که: دارد وجود L↗(s, s) با هم�توزیع L̃↗(s, s)

L↗(t, t) + L̃↗(s, s) ≤ L↗(t+ s, t+ s)

نتيجه: در و

g(t) + g(s) ≤ g(t+ s) (١.١)

مͬ�گوييم. ابرجمعͬ مͬ�کنند صدق ١.١ رابطه در t و s هر برای که توابعͬ به

صورت: اين در .c = supt
g(t)
t
و باشد ابرجمعͬ g : (۰,+∞) −→ R+ تابع فرضکنيد ٢ (فͺت). ١.١ لم

Fekete Lemma٢

٢



تصادفͬ جايͽشتͬ صعودی دنباله زير بزرگترين .١

c = lim
t−→+∞

g(t)

t

مͬ�شوند يافت ۰ ≤ r < t حقيقͬ عدد و n طبيعͬ عدد x ∈ R+ هر برای بͽيريد. ثابت را t ∈ R+ اثبات.
مͬ�شود: نتيجه بودن جمعͬ زير از .x = nt+ r که

ng(t) + g(r) ≤ g(x) (٢.١)

نتيجه: در
n

nt+ r
g(t) +

g(r)

x
≤ g(x)

x

بینهایت: به x دادن میل با بنابراين و

g(t)

t
= lim inf

n→+∞
(

n

nt+ r
g(t) +

g(r)

x
) ≤ lim inf

x→+∞

g(x)

x

است: برقرار t ∈ R+ هر برای بالا نامساوی که آن�جا از

lim sup
t→+∞

g(t)

t
≤ lim inf

x→+∞

g(x)

x

است. c = supt
g(t)
t
برابر و دارد وجود limx→+∞

g(x)
x

بنابراين

متغيرهای برای فͺت لم از استفاده با اين بر علاوه دارد. وجود limx→+∞
E(L↗

x )√
x

مͬ�شود نتيجه بالا لم از
دارد. وجود پواسون نقطه�ای فرایند از نمونه هر ازای به تقریبا L↗

x√
x
حد داد نشان مͬ�توان [٣] تصادفͬ�

پواسون فرایند با تقریب .٢.١

Ln و L↗
n تصادفͬ متغیر دو بین مͬ�دهیم نشان قسمت این در دارد. وجود limn→+∞

E(L↗
n )√
n

ديده�ايم تاکنون
داد. نشان هم Ln برای را بالا حͺم مͬ�توان و نیست زیادی تفاوت

طبيعͯ: n و k هر برای .٢.١ لم
P(Ln ≤ k) ≤ P(Ln−۱ ≤ k)

با را σ ∈ Sn در جایͽشت هر ابتدا که مͬ�کنیم تعریف شͺل این به را R : Sn −→ Sn−۱ نͽاشت اثبات.
از جایͽشتͬ به است آمده n عدد که جمله�ای حذف با حال میدهیم. نمایش [σ(۱), σ(۲), . . . , σ(n)] دنباله
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تصادفͬ جايͽشتͬ صعودی دنباله زير بزرگترين .١

مͬ�رسیم. Sn−۱

دید مͬ�توان نͽاشت این تعریف از مͬ�دارد. نͽاه ناوردا را یͺنواخت اندازه است، ۱ به n نͽاشتͬ R که آنجا از

∀σ ∈ Sn; Ln−۱(R(σ)) ≤ Ln(σ)

مͬ�دهد. نتیجه را لم راحتͬ به که

بͽیرید. n تا ۱ فاصله در دل�خواه عددی را k باشد. بزرگ کافͬ اندازه به و طبيعͬ عددی n کنيد فرض .٣.١ لم
مͬ�کنیم تعریف

Mn = [n+ ۴
√

n log n]

و
mn = [n− ۴

√
n log n]

که: مͬ�شود یافت k و n از مستقل cثابت صورت این در

P(Lmn ≤ k)− c

n۳ ≤ P(L↗
n ≤ k) ≤ P(LMn ≤ k) +

c

n۳

مͬ�رسیم: زیر بسط به [۰,
√
n]× [۰,

√
n] مربع در نقاط تعداد روی کردن شرطͬ با اثبات.

P(L↗
n ≤ k) =

+∞∑
t=۰

e−nnt

t!
P(Lt ≤ k) =

+∞∑
t=۰

ωn(t)P(Lt ≤ k)

مͬ�کنیم: بازنویسͬ زير شͺل به را بالا سری .ωn(t) =
e−nnt

t!
که

+∞∑
t=۰

ωn(t)P(Lt ≤ k) =
∑

t<n−۴
√
n logn

+
∑

n−۴
√
n logn≤t≤n+۴

√
n logn

+
∑

n+۴
√
n logn<t<۲n

+
∑
۲n≤t

(٣.١)

͹استرلین تقریب ωn برای است. (n به ͷنزدی های t) دوم جمله روی بالا سری اصلͬ سهم مͬ�کنیم ثابت
مͬ�کنیم: استفاده

ωn(t) ∼
۱√
۲πt

exp(−(n+ t log
t

n
− t)) =

۱√
۲πt

exp(−f(t))

است محدب تابعͬ f نتیجه در و f ′′
(t) = ۱

t
که مͬ�دید سرراست محاسباتͬ با .f(t) = n+ t log t

n
− t که

هست. نیز مثبت تابعͬ مͬ�شود، tصفر = n نقطه در تنها چون آن بر علاوه که
مͬ�کنیم: بررسͬ جدا جدا را مساله t ≤ ۲n و t > ۲nحالت دو برای

نوشت: مͬ�توان ،t > ۲n یعنͬ اول، حالت در

۴



تصادفͬ جايͽشتͬ صعودی دنباله زير بزرگترين .١

f(t) ≥ f(۲n) + (t− ۲n)f
′
(۲n) = n(۲ log ۲− ۱) + (t− ۲n) log ۲ = t log ۲− n

داریم: ٣.١ سری آخر جمله برای مͬ�دهد نشان ∑که
۲n≤t

ωn(t)P(Lt ≤ k) ≤
∑
۲n≤t

ωn(t) ≤ e−c۱n

است. n از مستقل و مثبت عددی c۱ که
برای نتیجه در و است مثبت تابع این است، صفر از بیشتر f(t)− ۱

۴n(t− n)۲ دوم مشتق چون t ≤ ۲n برای
دارند: n نقطه با ۴

√
n log n فاصله حداقل که نقاطͬ

۴ log n ≤ f(t)

پس:
ωn(t) ≤ exp(−f(t)) ≤ c۲

n۴

سری در سوم و اول جملات مجموع مͬ�دهد نشان قبل مرحله مانند و است n از مستقل و مثبت عددی نیز c۲ که
۴
√
n log n = o(n) جملاتآن تعداد که مͬ�ماند باقͬ دوم جمله تنها نهایت در است. c۳

n۳ برابر حداکثر نیز ٣.١
مͬ�شود. ثابت حͺم ٢.١ لم طبق ،P(Lt ≤ k) بودن نزولͬ به توجه با و است

صورت به مͬ�توان را بالا لم درنتیجه و P(Lt ≤ k) = ۱ − P(Lt > k) داریم: گیری مͺمل با .۴.١ نتیجه
نوشت: زیر

P(Lmn > k) +
c

n۳ ≥ P(L↗
n > k) ≥ P(LMn > k)− c

n۳

به k = ۱, . . . , ۲n روی زدن جمع با E(X) =
∑

k≥۰ P(X > k) مثبت تصادفͬ متغیر هر برای که آنجا از
مͬ�آوریم: دست

E(Lmn) +
c

n۲ ≥ E(L↗
n )−

∑
k≥۲n

P(L↗
n > k) ≥ E(LMn)−

c

n۲

نشان این که باشد داشته وجود نقطه k از بیش [۰,
√
n]× [۰,

√
n] مربع داخل باید باشد، k از بیشتر Ln اگر اما

مͬ�دهد:

P(L↗
n > k) ≤ e−nnk

k!
≤ e−ck

نتیجه: در و است e−cn شͺل به حداکثر
∑

k≥۲n P(L↗
n > k) جمله مͬ�دهد نشان که

lim
n→+∞

E(Ln)√
n

= lim
n→+∞

E(L↗
n )√
n

۵
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پایین و بالا کران�های .٣.١

آورد خواهيم دست به c برای کران�هايͬ بخش اين در دارد. وجود c = limn→+∞
E(Ln)√

n
ديديم قبل بخش� در

مͬ�دهيم: ارائه c برای پايينͬ کران ابتدا . c ̸= ۰,+∞ مͬ�کنیم مشاهده و
در آن اثبات که است جزیͬ ترتیب با مجموعه ͷی در زنجیرها درباره معروف قضایای از ͬͺی نتیجه زیر قضیه
و بعد فصل در آن ایده هرچند نمͬ�آوریم اینجا در را قضیه این اثبات مͬ�شود. یافت ترکیبیاتͬ مرجع�های اکثر

مͬ�شود. نمایان همرزلͬ فرایند معرفͬ

در جايͽشت هر صورت اين در هستند. طبيعͬ عدد دو m و n کنيد فرض ٣ (اردوش-زاکر). ۵.١ قضیه
+mدارد. ۱ طول به نزولͬ زيردنباله يا و n+ ۱ طول به صعودی زيردنباله يا Snm+۱

. ۱
۲ ≤ c مͬ�کنيم ثابت قضيه اين از استفاده با

ͷي يا صعودی دنباله زير ͷي یا Sn۲+۱ در جايͽشت هر مͬ�شود نتيجه دهيم قرار n برابر mرا قضيه اين در اگر
دنباله زير گرفتن نظر در با نتيجه در است. E(Ln)√

n
دنباله حد c مͬ�دانيم دارد. n + ۱ طول به نرولͬ دنباله زير

طبيعͬ اعداد از {n۲ + ۱}+∞
n=۱

c = lim
n→+∞

E(Ln۲+۱)

n

راست به چپ از با که آن�جا از بͽيريد. σ نزولͬ دنباله زير بزرگترين تصادفͬ متغير را ln(σ)ͬطبيع عدد هر برای
Ln و ln تصادفͬ متغير دو توزيع�های مͬ�شوند تبديل صعودی به نزولͬ دنباله�های زير جايͽشت، ͷي نوشتن

:σ ∈ Sn۲+۱ برای قضيه١.۵ بازنويسͬ با و E(Ln) = E(ln) بنابراين و است ͬͺي

n ≤ Ln۲+۱(σ) + ln۲+۱(σ)

پس
n ≤ E(Ln۲+۱) + E(ln۲+۱)

مͬ�دهد: نتيجه که
۱
۲
≤ lim

n→+∞

E(Ln۲+۱)

n
۱
۲ ≤ c بنابراین

کران ͷی E(L↗
n )√
n

جمله هر که آنجا از یافت. دیͽری پایین�های کران مͬ�توان (١.١ فͺت( لم از استفاده با البته
حداقل ۱

e
احتمال به [۰, ۱] × [۰, ۱] مربع در ولͬ .E(L↗

۱ ) ≤ c داریم n = ۱ دادن قرار با cاست، برای پایین
که: مͬ�دهد نشان این و است نقطه ͷی

۱
e
≤ c

Erdos -Szkeres Theorem٣

۶



تصادفͬ جايͽشتͬ صعودی دنباله زير بزرگترين .١

مͬ�آوریم: دست به c برای بالا کران زیر لم از استفاده با

طبيعͯ: k ≤ n هر برای .۶.١ لم

P(k ≤ Ln) ≤ min{۱, ۱
k!

(
n

k

)
}

.P(k ≤ Ln) ≤ ۱
k!

(
n
k

)
دهيم نشان کافيست اثبات.

اعداد
۱ ≤ i۱ < i۲ < · · · < ik ≤ n

اين�که احتمال تقارن به بنا کنيد. فرض ثابت را

σ(i۱), σ(i۲), . . . , σ(ik)

و نمود انتخاب ,i۱را i۲, . . . , ik اعداد مͬ�توان طريق
(
n
k

)
به طرفͬ از است. ۱

k!
باشد σ در صعودی دنباله زير

مͬ�دهد. نتيجه حͺم اين که باشد صعودی دنباله�ها زیر این از ͬͺي بايد k ≤ Ln(σ) اگر

c ≤ e .٧.١ لم

داریم: کنید. انتخاب e < e′ < e′′ صورت به را e′′ و e′ اعداد اثبات.

E(Ln) =
∑

۱≤k≤n

P(k ≤ Ln) ≤
∑

۱≤k≤n

min{۱, ۱
k!

(
n

k

)
} =

∑
۱≤k≤n

min{۱, nk

(k!)۲
} =

∑
۱≤k≤e

′′√
n

+
∑

e
′′√

n<k≤n

مجموع جملات برای مͬ�شود. کمتر e′′√
n از آن مقدار نتیجه در و مͬ�زنیم تخمین ١ با را اول مجموع جملات

مͬ�کنیم: استفاده ͹استرلین تقریب از دوم

nk

(k!)۲
≤ (

e
′√

n

k
)۲k ≤ (

e
′

e′′ )
۲e

′′√
n

است o(
√
n) مرتبه از عدد این که آنجا از است. کمتر n( e

′

e
′′ )۲e

′√
n از دوم سری جملات کل مجموع نتیجه در

ثابت حͺم e به e′′ دادن میل با که دارند اهمیت اول سری جملات تنها بنابراین است. پوشͬ چشم قابل حد در
مͬ�شود.
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همرزلͬ فرایند .٢

وجود اولام مساله و صفحه در پواسون نقطه�ای فرایند بین هندسͬ ارتباطͬ دیدیم قبل بخش در که همانطور
ساده عموماً و هندسͬ مشاهداتͬ به است، دشوار جبری شͺل در آن�ها حدس �که احͺامͬ� هندسͬ نͽاه در دارد.
راه این در مهم ابزارهای از ͬͺی مͬ���دهیم. قرار�� بررسͬ مورد بیشتر را ارتباط این فصل این در مͬ���شوند. تبدیل��
بخش در آن�هاست. بین نامساوی�هایͬ یافتن و مشترک یͷفضای مختلفروی تصادفͬ متغیرهای جفت�سازی١
مͬ���دهیم. ارائه�� c = ۲ برای ساده�ای نسبتا اثبات آن ͷکم با بعد بخش در و مͬ���کنیم بیان�� را همرزلͬ فرایند اول

شد. بیان دیاکونیس و الدوس توسط ١٩٩۵ سال در اثبات این

همرزلͬ فرایند معرفͬ .١.٢

پواسون نقطه�ای فرایند ͷی N کنید فرض مͬ���کنیم. یادآوری�� را ١.١ بخش مطالب فرایند این معرفͬ از قبل
از و مͬ���کنیم نͽاه�� [۰, x] × [۰, t] مستطیل به باشد. ناحیه این در دل�خواه نقطه�ای (x, t) و صفحه اول ربع در
را نقطه بیشترین که خطͬ باشد نقطه�ای فرایند نقاط شͺستͽͬ�هایش که مثبت شیب با شͺسته خطوط تمام بین
متغیر ͷی (x, t) زوج هر برای بنابراین مͬ���گیریم. نظر�� در آن روی نقاط تعداد را L↗(x, t) و مͬ���کنیم پیدا�� دارد
شمارشͬ تابع با را آن مͬ���توان که است صعودی و پله�ای تابعͬ L↗(x, t) ،t داشتن نͽاه ثابت با داریم. تصادفͬ

N+( ·, t ) = L↗(·, t)

آن نقاط محل که گرفت نظر در نقاط از آرایش ͷی مͬ�توان شمارشͬ تابع هر با متناظر داد. نمایش R+ روی
N+(x۲, t) − N+(x۱, t) ،x۱ < x۲ هر برای صورت این در است. شمارش تابع جهش مͺان�های با برابر

مͬ�کند. مشخص را [x۱, x۲] بازه در نقاط˼ تعداد
t زمان در کنید فرض است. آن تغییر نحوه دارد اهمیت ما برای آن�چه و مͬ���شود عوض�� آرایش این t تغییر با
[۰, x] × [t, t + dt] ناحیه در اگر باشد. ۰ < η۱ < η۲ < · · · < ηm < x ،[۰, x] بازه در نقاط مختصاتِ
ناحیه این در اگر اما نمͬ��شود. عوض زمان این طͬ در آرایش این نͽیرد قرار Nپواسون فرایند از نقطه�ای
t + dt یعنͬ بعد لحظه dt در نقاط آرایش ،ηi < ϑ < ηi+۱ و باشد ϑ آن اول مولفه که گیرد قرار نقطه�ی
نقطه ͷی تصادف به دیͽر عبارت به شد. خواهد ۰ < η۱ < · · · < ηi < ϑ < ηi+۲ < · · · < ηm < x،

Coupling١

٨



همرزلͬ فرایند .٢

همرزلͬ فرایند هندسͬ توصیف :.١.٢ شͺل

نقطه�ای باشد بزرگتر ηiها تمام از ϑ اگر مͬ���شود. حذف�� آن راست سمت نقطه نزدیͺترین و مͬ���آید وجود�� به جدید
مͬ���شود. اضافه�� نقاط مجموعه انتهای به نقطه این تنها و شد نخواهد حذف

زیر شͺل به را نقاط این تحول مͬ���توان است،�� x.dt ، [۰, x]× [t, t+ dt] ناحیه در نقاط تعداد امید که آن�جا از
کرد: بازنویسͬ

احتمال به [t, t + dt] زمانͬ بازه در [x, x + dx] بازه هر برای ندارد. وجود نقطه�ای ،t = ۰ شروع، لحظه در
بسازد. را t+ dt زمان در آرایش تا مͬ���کند جهش�� x نقطه به xراست سمت نقطه نزدیͺترین dx.dt

است. معروف همرزلͬ فرایند به نقاط از تحول این
از یͺنواخت طور به نقطه متناهͬ کنید فرض ساده�گͬ برای دارد: ساده�ای هندسͬ توسیف همزلͬ فرایند
را نقطه چپ�ترین سمت مͬ�کنیم: رسم شͺل این در اضافه خطوط تعدادی کردیم. انتخاب [۰, x][̇۰, t] مستطیل
و مͬ�کنیم رسم راست به خطͬ نیم نقطه این از مͬ�کنیم. رسم بالا به آن از عمودی خطͬ نیم و مͬ�گیریم نظر در
ادامه را روند این و مͬ�کنیم. اضافه قبل نقطه به را آن و مͬ�آوریم بدست را نقطه چپ�ترین سمت آن زیر نقاط در
نقاط مابقͬ برای و مͬ�کنیم حذف را نقاط این بعد مرحله در شود. ایجاد شͺسته خطوط از دنباله�ای تا مͬ�دهیم
فرایند نقاط شͺل، این با افقͬ خطͬ هر برخورد حال برسیم. ١.٢ مانند شͺلͬ به تا مͬ�دهیم انجام را بالا کار

مͬ�دهد. را همرزلͬ نقطه�ای
صورت این در باشیم. داشته n(z) مانند نقاط از توزیعͬ شروع زمان در کرد فرض مͬ��توان این بر علاوه
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همرزلͬ فرایند .٢

مͬ���کنیم: تعریف�� زیر طریق به فرایند این تحول

N(x, t) = sup
۰≤z<m

(n(z) + L↗((z, ۰), (x, t)))

مͬ�شوند: نتیجه قرینه�سازی و مقیاس تغییر تحت پواسون فرایند بودن ناوردا از زیر لم دو

آن�گاه: L̂(x, t) = L↗(t, x) دهید قرار زمان): فضا (ناوردایͬ .١.٢ لم

(L̂(x, t);x, t ≥ ۰) d
=(L↗(x, t); x, t ≥ ۰)

ثابت: ۰ < κ < ∞ هر برای مقیاس): (ناوردایͬ .٢.٢ لم

(L̂(x, t);x, t ≥ ۰) d
=(L↗(κx,

t

κ
); x, t ≥ ۰)

بزرگ رفتارهای در همرزلͬ فرایند .٢.٢

از این بر علاوه دارد. وجود همیشه تقریبا c = lim
x→∞

L↗(x,x)
x۲ کردیم اشاره اول فصل انتهای در که همانطور

است: c برابر و دارد وجود نیز lim
xt→∞

L↗(x,t)
xt

که مͬ���شود نتیجه�� مقیاس ناوردایͬ خاصیت
کرد: خواهیم ثابت را زیر قضیه فصل این انتهای در

.c = ۲ الف) .٣.٢ قضیه
شمارشͬ: فرایند دهیم، میل بͬ�نهایت به را t و ثابت را a > ۰ اگر ب)

(L↗(at+ y, t)− L↗(at, t),−∞ < y < ∞)

مͬ���کند. میل�� ��a−
۱
۲ نرخ با پواسون نقطه�ای فرایند به توزیع در

شود. روشن اثبات اصلͬ خطوط تا مͬ���کنیم بیان c = ۲ برای توجیهͬ قضیه این اثبات از قبل
ω(x, t) = تعریف با باشد. پواسون نقطه�ای فرایند ͷی به ͷنزدی (x, t) ͷنزدی نقاط توزیع کنید فرض
۱

dω
dx

فاصله در x راست سمت نقطه نزدی�ͷترین نتیجه در و است dω
dx

نقطه این در فرایند این نرخ EL↗(x, t)

مͬ���کند: صدق�� زیر پاره�ای دیفرانسیل معادله در ω درنتیجه است. آن از

dω

dt
=

۱
dω
dx

; ω(۰, x) = ω(t, ۰) = ۰

.c = ۲ بنابراین و است ω(x, t) = ۲
√
xtصورت به آن حل که

داد: گسترش مͬ���توان نیز�� R روی را همرزلͬ فرایند
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همرزلͬ فرایند .٢

به تحولͬ [x۱, x۲] بازه هر به آن تحدید هرگاه مͬ���گوییم همرزلͬ�� R روی نقطه�ای فرایند ͷی به .۴.٢ تعریف
باشد: داشته زیر شͺل

مͬ���شود. حذف�� وجود) صورت (در [x۱, x۲] نقطه چپ�ترین سمت زمان�هایͬ در الف)
انتخاب [x۱, x۲] از یͺنواخت طور به نقطه�ای زمان�ها آن در که دارد وجود x۲ − x۱ نرخ با پواسونͬ فرایند ب)

مͬ���شود. حذف�� آن راست سمت نقطه و مͬ���شود اضافه�� فعلͬ نقاط به و

که: باشد R در نقاط از آرایشͬ n(z) کنید فرض .۵.٢ قضیه

lim inf
z→−∞

n(z)

z
> ۰

است: همرزلͬ فرایند ͷی زیر فرایند صورت این در

N(x, t) = sup
−∞<z≤x

(n(z) + L↗((z, ۰), (x, t))), −∞ < x ≤ −∞, t ≥ ۰

با: است معادل که است N(x, t) بودن متناهͬ شود ͷچ باید که نͺته�ای تنها اثبات.

L↗((z, ۰), (x, t))
−z

→ ۰

مͬ���دانیم اما�� .z → −∞ وقتͬ

L↗((z, ۰)(x, t)) ∼ c
√

t(x+ z)

است. متناهͬ همیشه تقریبا N(x, t) نتیجه در

مͬ���کنیم. بالا�� نوع از همرزلͬ فرایند به محدود را خود بعد به این از

همرزلͬ فرایند ͷی برای µ روی توزیع .۶.٢ تعریف
بماند. µ نقاط توزیع آن، از شروع با اگر است زمان در ناوردا الف)

بماند. ناوردا x محور راستای در انتقال با اگر است ناوردا انتقال تحت ب)
E |N(x, ۰)| < ∞ اگر است متناهͬ چͽالͬ با ج)

متناظر نقطه�ای فرآیند ͷی ها νλ از ترکیب ͷی از منظور و است λ نرخ با پواسونͬ نقطه�ای فرایند νλ از منظور
است. νλ برابر ρ(dλ) با متناسب احتمال به فرآیند این که است R روی ρ احتمال اندازه با

مͬ���آوریم. برهان�� بدون هرچند لم دو بخش این ادامه در

ترکیبͬ اگر تنها و اگر است متناهͬ چͽالͬ با انتقال و زمان در ناوردا همرزلͬ فرایند ͷی برای µ توزیع� .٧.٢ لم
باشد. νλها از

مͬ���کنیم: تعریف�� زیر شͺل به را N̂ فرایند باشد. νλ ناوردای توزیع با همرزلͬ فرایند ͷیN فرضکنید .٨.٢ لم
مͬ���شوند. خارج�� (۰, x] زمان در (t,∞) بازه از که نقاطͬ تعداد = N̂ (x, t)

است. νλ−۱ ناوردا توزیع با همرزلͬ فرایندی N̂ صورت این در
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همرزلͬ فرایند .٢

بالایͬ کران .٣.٢

همرزلͬ فرایند
N ۱(x, t) = L↗(x, t)

زیر: اولیه توزیع با است ۵.٢ قضیه در شده تعریف فرایندهای از خاصͬ حالت

N ۱(x, ۰) =
{

۰ x ≥ ۰
−∞ x < ۰

هر برای که است این مهم نͺته است. مثبت و حقیقͬ عددی b که νb شروع با بͽیرید فرایندی نیز Nرا ۲(x, t)

این�که به توجه با کرد. استفاده پواسون نقطه�ای فرایند ͷی از Nمͬ�توان ۲(x, t) Nو ۱(x, t) فرایند دو

N ۱(۰, ۰) = N ۲(۰, ۰)

x, t ≥ ۰ هر برای که است واضح
N ۱(x, t) ≤ N ۲(x, t)

نتیجه: در .

EN ۱(x, t) ≤ EN ۲(x, t)

= EN ۲(x, ۰) + (EN ۲(x, t)−N ۲(x, ۰))

= bx+ (EN ۲(x, t)−N ۲(x, ۰))

مͬ�دهد: نتیجه ٨.٢ لم bاست. نرخ با پواسون Nفرایندی ۲(·, ۰) زیرا

N ۲(x, t)−N ۲(x, ۰)

b روی کردن مینیمم با است برقرار b هر برای بالا نامساوی که آن�جا از است. νb−۱ شروع با همرزلͬ فرایندی
داریم:

N ۱(x, t) ≤ ۲
√
xt

پس:
c ≤ ۲
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حد محاسبه .۴.٢

مͬ�کنیم. تعریف تصادفͬ�ها متغیر بین دیͽری های جفت�سازی پایین کران آوردن دست� به برای

مͬ�نویسیم η۲ و η۱ نقاط آرایش دو برای .٩.٢ تعریف

η۱ ⊆ η۲

مͬ�نویسیم و باشد �η۱ مجموعه زیر η۱ از نسخه هر هرگاه

η۱⊆stη۲

که (i = ۱, ۲) یافت ηi
d
= η′i بتوان اگر

η′۱ ⊆ η′۲

شروع در فرایند این که کنید توجه بͽیرید. دلخواه همرزلͬ فرایند را N+(s, t) = L↗((۰, ۰), (s, t))
به مشاهده این از زیر لم مͬ�شود. بزرگتری مقدار فرایند این نقطه کردن اضافه با طبیعتا و ندارد قرار نقطه�ای

آید: مͬ دست

t, t۰ ≥ ۰ هر الف)برای .١٠.٢ لم

N+(·, t)⊆stN+(·, t+ t۰)

t, z ≥ ۰ هر برای ب)
N+(·, t)⊇stN+(·+ z, t)

که آورید یاد به ١ فصل از
g(x) = EL↗(x, x)

کرد: ثابت مͬ�توان هم قوی�تری نتیجه بالا لم با دارد. وجود lim
x→∞

g(x)
x

دیدیم که همانطور

.١١.٢ لم
g′(x) → c

x → ∞ وقتͬ

:x, x۰, t, t۰ > ۰ هر برای مͬ�دهد نتیجه قبل لم اثبات.

EN+(x+ x۰, t)− EN+(x, t) ≤ EN+(x+ x۰, t+ t۰)− EN+(x, t+ t۰)
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مقیاس ناوردایͬ علت به اما
EN+(x, t) = g(

√
xt)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان بالا نامساوی نتیجه در

g(
√
(x+ x۰)t)− g(

√
xt) ≤ g(

√
(x+ x۰)(t+ t۰)− g(

√
x(t+ t۰))

:x → x۰, t → t۰ حدگیری و xt بر تقسیم با که

d

dx

d

dt
g(
√
xt) ≥ ۰

، z > ۰ برای یا و
g′(z) + zg′′(z) ≥ ۰

:z۰ ثابت عدد هر برای بنابراین است. z → zg′(z) تابع بودن صعودی معادل نامساوی این

g′(z) ≥ g′(z۰)z۰
z

; z > z۰

بودن: جمعͬ زیر با بͽیرید. نظر در را [z۱, z۱ + z۲] بازه اکنون

g(z۱ + z۲)− g(z۱) ≥ g(z۲)

که: دارد وجود z۰ ∈ [z۱, z۱ + z۲] عدد بنابراین

g′(z۰) ≥
g′(z۲)

z۲
⇒

g′(z۱ + z۲) ≥
g′(z۰)z۰
z۱ + z۲

≥ g′(z۲)z۱
z۱(z۱ + z۲)

پایین کران به z۱ = z − z۲ و z۲ =
√
z دادن قرار با بنابراین و

lim infzg
′(z) ≥ c

مͬ�گیریم: انتͽرال بالا کران آوردن دست به برای مͬ�رسیم.

g(z)− g(z۰) ≥ z۰g
′(z۰) log(z/z۰ ) ; z > z۰

:g(z) ≤ cz نامساوی در z = (۱+ δ)z۰ دادن قرار با و

g′(z۰) ≤
c(۱+ δ)− g(z۰)

z۰

log(۱+ δ)
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پس

lim supzg
′(z) ≤ cδ

log(۱+ δ)

مͬ�شود. اثبات لم δ ↓ ۰ اگر و

:u < ∞ و −∞ < x داشتن نͽه ثابت با .١٢.٢ لم

EN+(t+ x, t+ u)− EN+(t, t) → ۱
۲
c(x+ u)

اثبات.
EN+(t+ x, t+ u)− EN+(t, t) → g(

√
(t+ x)(t+ u))− g(t)

مͬ�شود. اثبات لم و
√
(t+ x)(t+ u)− t → ۱

۲c(x+ u) اما
نتیجه لم از +·)+Nمͬ�گیریم. t, t) توزیع را µt , t > ۰ مͬ�کنیم. ثابت را بخش این اصلͬ قضیه ادامه در
باشد داشته وجود µ توزیع اگر که نیست سخت موضوع این اثبات این بر علاوه است. ٢͹تن µt دنباله مͬ�گیریم

ناورداست. همرزلͬ فرایند برای µ آن�گاه ، µtj → µ و tj → ۰ که

در و مͬ�کند میل µ ناوردای اندازه به آن از دنباله�ای زیر مͬ�شود نتیجه ها µt بودن تایت :از ٣.٢ قضیه برهان
فرایند زمان فضا تقارن از حال است. Λ مانند تابعͬ احتمال چͽالͬ با νλ اندازه�های از ترکیبͬ ٧.٢ لم با نتیجه
را همرزلͬ فرایندی اگر مͬ�شود نتیجه Nاست (·+ t, t) توزیع�های حد µt که این و (١.٢ و ١.١ (لم همرزلͬ

: ٢.٨ لم با نتیجه در ناورداست. آن برای اندازه�ای این کنیم µ شروع از

Λ
d
=Λ−۱

اما .
۱ = E(ΛΛ−۱) ≤ (EΛ)(EΛ−۱) = (EΛ)۲

داریم: حال EΛ ≥ پس۱

۲uEΛ = E(N(۲u, ۰)−N(۰, ۰))

≤ lim infjE(N+(۲u+ t, t)−N+(t, t)) ≤ cu

پس c ≤ ۲ دیدیم اما c ≥ ۲ مͬ�دهد نشان این EΛ ≥ ۱ چون و c ≥ ۲EΛپس

c = ۲
tight٢
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مͬ�دهد نتیجه EΛ = ۱ این بر علاوه .
P(Λ = ۱) = ۱

مͬ�دهد نشان ها µt بودن ͹تتن مͬ�کند. میل ν۱ به ضعیف طور به µt زیردنباله هر بنابراین .

µt → ν۱

مͬ�شود. اثبات a هر برای مقیاس ناوردایͬ خاصیت از و مͬ�کند ثابت a = ۱ برای را قضیه که
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اثبات کروو و ͷورشی توسط کلͬ�تر مساله ͷی از خاصͬ حالت عنوان به بار اولین اولام مساله تاریخͬ نظر از
از ͬͺی میلادی ١٩٧٠ سال�های حدود در که است جایͽشتͬ گروه نمایش�های حدی شͺل کلͬ، مساله این شد.
مساله با را آن ارتباط و بیاوریم را آن�ها شده ساده اثبات داریم قصد فصل این در بود. نمایش نظریه داغ مسایل
بزرگ اعداد قوانین با زیادی تشابه که کرد خواهیم ثابت قضیه دو جبری ابزارهای با نهایت در کنیم. بیان اولام

دارد. احتمالات در

͹یان نمودار .١.٣

هر نوشت. مͬ�توان طبیعͬ اعداد از حاصل�جمعͬ صورت به مختلفͬ نحوه�های به را n مانند طبیعͬ عدد ͷی
شͺل: به آن نمایش معادل مͬ�شوند، گفته n عدد افرازهای اصطلاحاً که نحوه�ها این از ͷی

n = a۱ + ۲a۲ + · · ·+ nan

(۱a۱ , ۲a۲ , · · · , nan) با را افزاری چنین استکه مرسوم هستند. نامنفͬ و اعدادیصحیح a۱, a۲, · · · , an استکه
an−۱ تایͬ، n ستون an گذاشتن هم کنار از که نموداری با را آن مͬ�توان افراز این بهتر درک برای �دهند. نشان
۲۴ عدد افراز ͷی برای را نمودار این ١.٣ شͺل داد. نمایش است، تایͬ ۱ ستون a۱ و . . . تایͬ، n− ۱ ستون

(۱۲, ۲۳, ۳۱, ۵۱, ۸۱) افراز ͹یان نمودار :.١.٣ شͺل
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دوران از ترتیب به انͽلیسͬ و روسͬ نمایش�های مͬ�گویند. افراز فرانسوی نمایش بالا نمودار به مͬ�دهد. نشان
مͬ�آیند. دست به ساعت عقربه�های جهت در نمودار این درجه ٩٠ و ۴۵

ازای به آن�ها تمام مجموعه و Yn با را مͬ�آیند دست به n عدد افراز از که نمودار�هایͬ مجموعه .١.٣ تعریف
͹یان نمودار در مربع ͷی مͬ�گوییم. ͹یان نمودار آن�ها از ͷی هر به و مͬ�دهیم نشان Y با را مختلف اعداد

نباشد. دیͽری مربع آن بالای و راست سمت اگر مͬ�شود نامیده گوشه�ای

مͬ�شود، ساخته n+ ۱ عدد از ͬͽیان نمودار ،n عدد ͹یان نمودار ͷی به مربع ͷی کردن اضافه با که آن�جا از
وجود آن�ها دقیق تعداد برای ساده�ای فرمول اگرچه دارد. n حسب بر صعودی رشدی ͹یان نمودارهای تعداد

دهند: ارائه آن مرتبه از تقریبͬ توانستند ١٩١٨ در هاردی٢ و رامانوجان١ ندارد،

P (n) ∼ ۱
۴n

√
۳
eπ
√

۲n/۳

تقارنͬ گروه نمایش�های آن�ها از ͬͺی مͬ�شوند. ظاهر ریاضیات از مختلفͬ های زمینه در طبیعͬ اعداد افرازهای
کلاس�های برابر گروه ͷی تحویل�ناپذیر نمایش�های تعداد مͬ�شود داده نشان نمایش نظریه در است. Sn یا و
گروه در نتیجه در کنید). مراجعه ضمیمه به مͬ�توانید نمایش نظریه اجمالͬ بررسͬ (برای است آن تزویجͬ
تحویل�ناپذیر نمایش�های تعداد مͬ�شوند، مشخص جایͽشت�ها دوری تجزیه با تزویجͬ کلاس�های که تقارنͬ
دیͽر بیان به است. مجموعه دو این بین طبیعͬ تناظری وجود جالب نͺته مͬ�شود. ͬͺی n عدد افراز�های و Sn

تابع Uλ و C روی برداری فضای ͷی Sλ که داریم (Uλ, Sλ)تحویل�ناپذیر نمایش ،λ ͹یان نمودار هر متناظر
نظریه از مͬ�دهیم. نسبت dim(Sλ) برحسب وزنͬ λ نمودار به و مͬ�کنیم استفاده نͺته این از است. نمایش

است، Sn گروه اندازه برابر اعداد این مربعات جمع مͬ�دانیم ∑نمایش
λ

dim (Sλ)
۲ = n!

را ͹یان نمودار�های حدی شͺل آن با و �دهیم نسبت را dim (Sλ)
۲

n!
احتمال اندازه λ نمودار به مͬ�توانیم نتیجه در

مͬ�کنیم. مشخص را اولام مساله و وزن�دهͬ این ارتباط بعدی قسمت�های در �آوریم. دست به

جایͽشتͬ گروه ناپذیر تحویل نمایش�های .٢.٣

این برای دهیم. شرح را ͹یان نمودار�های و Sn تحویل�ناپذیر نمایش�های بین تناظر مͬ�کنیم سعͬ قسمت این در
متغیره n تابع�های مثال�ها، بهترین�ترین از ͬͺی کند. عمل آن روی Sn گروه که داریم مجموعه�ای ارائه به نیاز کار

مͬ�کند: عمل زیر شͺل به F (x۱, · · · xn) متغیره n تابع ͷی روی σ ∈ Sn عضو هر هستند.

(σ.F )(x۱, · · · xn) = F (xσ(۱), · · · xσ(n))

S.Ramanujan١
G.H.Hardy٢
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از مجموعه�ای زیر هر این بر علاوه مͬ�آوریم. دست به Sn از نمایشͬ توابع، تمام گرفتن نظر در با نتیجه در و
به Sn از نمایشͬ متغیره، n های جمله�ای چند مانند باشد، ناوردا متغیرهایش کردن جا به جا تحت که توابع

داد. خواهد دست

نمایش با را { ۱, · · · , n} به λ خانه�های از پوشا و ͷی به ͷی توابع مجموعه λ͹یان نمودار برای .٢.٣ تعریف
است. λ خانه�های در n تا ١ اعداد نوشتن مختلف نحوه�های Tab(λ) دیͽر بیان به مͬ�دهیم.

طبیعͬ صورت به Tab(λ) روی Sn گروه دهید. قرار (i, j) خانه عدد را T (i, j) ،T ∈ Tab(λ)هر برای
مͬ�کند: }عمل

T ∈ Tab(λ)
σ ∈ S(n)

(σ.T )(i, j) = σ(T (i, j))

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ∆(T ) جمله�ای چند T ∈ Tab(λ) عضو هر برای

∆(T ) =

col(λ)∏
a=۱

∏
۱≤i<j≤λa

(xT (a,i) − xT (a,j))

توسط شده تولید برداری فضای را Sλ اگر است. a ستون اندازه λa و λ های ستون تعداد col(λ) آن�ها در که
تمام و است تحویل�ناپذیر نمایش این داشت. خواهیم Sn از (Uλ, Sλ)نمایش ͷی بͽیرید C T)∆روی ) تمام
این در مͬ�دهیم. نشان n = ۳ برای را آن موضوع این بهتر درک برای هستند. صورت این به Sn نمایش�های

داریم. را ٢.٣ شͺل نمودار سه حالت
λ۳ برای است. S۳ (بدیهͬ) بعدی ͷی نمایش (Sλ۱ , Uλ۱) نتیجه در و است ͷی برابر ∆(T ) هر λ۱ برای
گذاری عدد نحوه به بسته علامت± است. ±(x۱ − x۲)(x۲ − x۳)(x۱ − x۳) اعداد از ͬͺی T)∆برابر ) هر
علامت σ ∈ S۳ هر به که است بعدی ͷی نمایش (Sλ۳ , Uλ۳) که دید راحتͬ به مͬ�توان است. λ۳ در اعداد
اعضای از ͬͺی T)∆مͬ�تواند حالت( این در است. کمͬ��پیچیده�تر (Sλ۲ , Uλ۲)نمایش اما مͬ�دهد. نسبت را آن
به x۲ − x۳ و x۱ − x۲ جمع از x۱ − x۳ اما باشد. {±(x۱ − x۲),±(x۲ − x۳),±(x۱ − x۳)} مجموعه
σ ∈ S۳ هر متناظر .Sλ۲ = ⟨x۱ − x۲x۲ − x۳⟩، است بعدی دو برداری فضای ͷی Sλ۲ پس مͬ�آید. دست
شͺل در آورد. دست به را آن مͬ�توان سرراست محاسباتͬ با که مͬ�آید دست به فضا این روی خطͬ تبدیل ͷی

است. آمده تناظر این ٢.٣

داشتن نͽاه ثابت با T (i, j) اعداد هرگاه مͬ�نامیم، استاندارد ͹یان نمودار را T ∈ Tab(λ)ͷی .٣.٣ تعریف
مͬ�دهیم نشان STab(λ) با را استاندارد ͹یان نمودارهای مجموعه باشد. صعودی دیͽر مولفه به نسبت j یا i

مͬ�کنیم: تعریف و
fλ = |STab(λ)|

مولفه�های را (ik, jk) باشند. آن گوشه�ای مربع�های �۱ ,�۲ , · · · ,�q و λ ∈ Yn کنید فرض .۴.٣ تعریف
تعریف بͽیرید. است شده نوشته n عدد �k مربع در که هایͬ ∆(T ) با که فضایͬ زیر را Vk و �k مربع
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n = ۳ برای ͹یان های نمودار :.٢.٣ شͺل

S۳ گروه نمایش :.٣.٣ شͺل

دو برای و مͬ�گیریم λ − �k نمودار را λ(q) ، q = ۱, ۲, · · · , k هر برای .Ṽk = Vk + · · · + Vq مͬ�کنیم:
آمده دست� به Λ گوشه�ای مربع ͷی حذف از λ نمودار که است این معنای به λ ↗ Λ نماد Λ و λ͹یان نمودار

است.

.dim(Sλ) = fλ نتیجه در و مͬ�سازند Sλ برای پایه ͷی {∆(T ) |T ∈ STab(λ)} مجموعه .۵.٣ قضیه

جمله�ای�ها چند در xn توان مقایسه با :(|λ| روی استقرا (با استقلال مͬ�دهیم: ارایه اثبات از طرحͬ اثبات.
کنیم. استفاده استقرا فرص از مͬ�توانیم Viها از ͷی هر برای حال هستند. مستقل Viها دید مͬ�توان

که � T)∆ها ) از جمعͬ شͺل به مͬ�توان را T ∈ Tab(λ) که ∆(T ) هر دهیم نشان کافیست بودن: مولد
λ ستون و سطر در n عدد کردن جابجا با دهیم: انجام استقرایͬ مͬ�توان را کار این نوشت. T ∈ STab(λ)

مͬ�دهیم. انجام کوچͺتر اعداد برای استقرا فرض با برای را کار همین برد. λ گوشه�ای مربع ͷی به را آن

مͬ�شود تعریف زیر صورت به که Jn−۱ ∈ C[Sn] عضو .۶.٣ تعریف

Jn−۱ = (۱, n) + (۲, n) + · · ·+ (n− ۱, n)
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مͬ�شود. نامیده جسیس-مورفͬ عملͽر Uλ(Jn−۱)، λ ∈ Yn هر برای مͬ�شود. خوانده جسیس-مورف٣ͬ

صورت: این در باشد. آن �k گوشه�ای مربع در n عدد و λ ∈ Yn کنید فرض .٧.٣ لم

Uλ(Jn−۱)∆(S) = (jk − ik)∆(S) + v, v ∈ Ṽk+۱

مͬ�کنیم. صرف�نظر آن اثبات از اینجا در که دارد ترکیبیاتͬ اثباتͬ لم این

اعداد Uλ(Jn−۱) ویژه مقادیر .٨.٣ نتیجه

j۱ − i۱, j۲ − i۲, · · · , jk − ik

ترتیب) (به تͺرر با
dim(λ(۱)), dim(λ(۲)), · · · , dim(λ(k))

هستند.

مساله ͷی Λ شͺل با استاندارد ͹یان نمودار�های تعداد آوردن دست به Λ ∈ Yn ͹یان نمودار داشتن با
مͬ�تواند تنها ،n عدد، بزرگترین که این به توجه با کرد. حل را آن مͬ�توان استقرایͬ صورت به که است ترکیبیاتͬ

مͬ�آید: دست به زیر بازگشتͬ رابطه باشد، گوشه�ای مربع�های در

fΛ =
∑
λ↗Λ

fλ

این بالای و راست سمت مربع�های تعداد با برابر را h(a,b) هوک اندازه �(a,b) ∈ Λ درایه برای .٩.٣ تعریف
�(۱,۱) مربع برای و ͷی برابر هوک اندازه گوشه�ای مربع�های برای مثال عنوان به مͬ�دهیم. قرار ͷی علاوه به مربع

است. row(Λ) + col(Λ)− ۱ برابر هوک اندازه

اول): (شͺل هوک فرمول .١٠.٣ قضیه

fΛ =
n!∏

(a,b)∈Λ
h(a,b)

کرد: نویسͬ باز مͬ�توان نیز زیر شͺل به جبری محاسبات اندکͬ با را فرمول این که

li = دیͽر بیان (به باشد. (i, ۱) درایه هوک اندازه li کنید فرض دوم): (شͺل هوک فرمول .١١.٣ قضیه
آن�گاه: (Λi + row(Λ)− i

fΛ = n!

∏
۱≤j<i≤row(Λ)

(lj − lk)

row(Λ)∏
j=۱

lj!

elements Jucys–Murphy٣
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n − اندازه با نمودارهای تمام برای فرمول این کنید فرض و است بدیهͬ n = ۱ .n روی استقرا با اثبات.
آن گوشه�ای مربع�های که است دل�خواه ͹یان نمودار ͷی Λ ∈ Yn کنید فرض همچنین است. درست ۱
و بازگشتͬ رابطه در جای�گذاری با صورت این در هستند. (xi, yi) های مولفه با �۱ ,�۲ , · · · ,�q

است: n برابر زیر جملات داد نشان باید حاصل، عبارت ساده�سازی

k∑
i=۱

∏
j<xi

(lj − lxi
+ ۱)

∏
j>xi

(lxi
− lj + ۱)∏

j<xi

(lj − lxi
)
∏
j>xi

(lxi
− lj)

lxi

=
k∑
i=۱

k∏
j=۱

lj − lxi
+ ۱

(lxi
− l۱) · · · ̂(lxi

− lxi
) · · · (lxi

− lk)
lxi

است l۱ + l۲ + · · ·+ lk − k + ۱ برابر آخر سری مͬ�کنیم اثبات است. جمله آن حذف معنای علامت̂به که
ضریب بررسͬ با مͬ�توان را اخیر ادعای است. n برابر جمع حاصل این که مͬ�آید دست به ها li تعریف از و

دهید.) قرار x = lj اتحاد اثبات (برای آورد: دست به زیر اتحاد خطͬ جمله

x =
k∑

j=۱

lj

k∏
i=۱

(x− li)

k∏
i=۱,i̸=j

(lj − li)

رابینسون-شنستد الͽوریتم .٣.٣

زوج و Sn جایͽشت��های بین پوشا و ͷی به ͷی تناظری که کرد معرفͬ الͽوریتمͬ� رابینسون۴ ١٩٣٨ سال ∑در
λ

dim (Sλ)
۲ = n! تساوی برای جبری غیر اثباتͬ الͽوریتم این مͬ�کرد. برقرار ͹یان استاندارد نمودار�های

دوی هر نام به الͽوریتم این اکنون و داد گسترش وسیعتری مجموعه برای را آن شنستد۵ بعدها مͬ�دهد. ارایه
شͺل مساله از خاصͬ حالت اولام مساله مͬ�دهد نشان که است این الͽوریتم نتایج از ͬͺی است. معروف آنها

داریم: زیر تعریف دو به نیاز الͽوریتم شرح برای �است. ͹یان نمودار�های حدی

سطرها امتداد در آن عددهای که است شده گذاری عدد ِ͹یان نمودار ͷی ،͹یان تابلوی ͷی .١٢.٣ تعریف
حالتͬ ͹یان استاندارد نمودارهای هستند. طبیعͬ ولͬ دلخواه مربع هر داخل اعداد باشند. صعودی ستون�ها و

است. شده گذاری عدد ͹یان تابلوی ͷی ٣.٣ شͺل هستند. ͹یان تابلوهای از خاص
Robinson۴
Schensted۵
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۴ الحاق از قبل ͹یان تابلو :.۴.٣ شͺل

۴ الحاق از بعد ͹یان تابلو :.۵.٣ شͺل

منظور است. نیامده نمودار این در که باشد طبیعͬ عددی x و ͹یان تابلوی ͷی T کنید فرض .١٣.٣ تعریف
مͬ�آید: دست به زیر فرایند انجام با که است جدیدی تابلوی T به x الحاق از

اضافه سطر این انتهای به مربع ͷی بودند کوچͺتر x از سطر این اعداد تمام اگر مͬ�کنیم، نͽاه T اول سطر به
سطر در x از بیشتر عدد کوچͺترین صورت این غیر در مͬ�شود. تمام کار و مͬ�نویسیم آن در را x عدد مͬ�کنیم،
سطر سراغ به حال مͬ�دهیم. قرار آن جای به را x عدد و است) y عدد این کنید (فرض مͬ�کنیم پیدا را اول
z عدد به اگر دوباره و مͬ�دهیم انجام (x جای (به y عدد و دوم سطر برای را عملیات همین و مͬ�رویم بعدی
آن، به ۴ عدد الحاق و ٣.٣ تابلوی گرفتن نظر در با مثال عنوان به . . . . و مͬ�رویم سوم سطر سراغ به رسیدیم

مͬ�رسیم. ٣.٣ تابلوی به
به مربع ͷی کردن اضافه از آن نمودار که مͬ�شود ͹یان تابلوی ͷی همواره جدید نمودار داد نشان مͬ�توان
قرار نحوه هرچند است. x عدد و قبلͬ اعداد نیز آن خانه�های در شده نوشته اعداد مͬ�آید. دست به قبل نمودار

مͬ�شود. تغییر دستخوش آنها مقدار به بسته ها خانه در اعداد این گرفتن
باشد. دلخواه جایͽشت ͷی σ ∈ Sn کنید فرض دهیم: شرح را رابینسون-شنستد الͽوریتم مͬ�توانیم حال
تهͬ�اند نمودار دو هر کنید فرض ابتدا در مͬ�سازیم: استقرایͬ صورت به را Q و P ͹یان استاندارد نمودار دو
است. ͬͺی دو هر نمودار که Qkبرسیم و Pk تابلوی دو به kام مرحله در فرضکنید همچنین و (P۰, Q۰ = ∅)
تابلویͬ Qk+۱را دارد. اضافه خانه ͷیQk به نسبت Pk+۱ نمودار مͬ�سازیم. را Pk+۱ ،Pk به σ(k+ ۱) الحاق با
مͬ�دهیم قرار انتها در مͬ�آید. دست به آن در k + ۱ عدد نوشتن و خانه این کردن اضافه از که مͬ�گیریم نظر در
و داده�ایم انجام (۵, ۴, ۱, ۶, ۷, ۲, ۳) جایͽشت برای را الͽوریتم این ٣.٣ شͺل در . Q = Qn و P = Pn
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(۵, ۴, ۱, ۶, ۷, ۲, جایͽشت(۳ روی رابینسن-شنستد الͽوریتم :.۶.٣ شͺل

کردیم. رسم مرحله هر در را (Pk, Qk) نمودار
برای صورت این در که داد نشان Z۲ در (k, σ(k)) نقاط گذاری علامت با مͬ�توان را σ ∈ Sn جایͽشت

مͬ�شوند: دیده هندسͬ بیان این در زیر احͺام داد. ارائه هندسͬ بیان مͬ�توان رابینسون-شنستد الͽوریتم
خود جایͽشت�های نتیجه در و است σ−۱ متناظر (Q,P زوج( باشد، σشتͽجای متناظر (P,Q)زوج اگر ∑الف)
λ∈Yn

dim(λ) برابر آن�ها تعداد و هستند (P, P ) های زوج متناظر (σ۲ = id که هایͬ σ ∈ Sn (یعنͬ توان

است.
و σ∗ = (xn, · · · , x۲, x۱) شͺل به است جایͽشتͬ σ = (x۱, x۲, · · · , xn) جایͽشت ͷی ترانهاده ب)
به مختصات محورهای نیمساز حول آن کردن قرینه از که است T ∗ مانند تابلویͬ T ͹یان تابلو ͷی ترانهاده

P (σ∗) = P (σ)∗ صورت: این در مͬ�آید. دست
است. P اول سطر طول برابر σ صعودی دنباله زیر بزرگترین طول ج)

مͬ�کنیم. اثبات مستقیما دارد زیادی اهمیت پایان�نامه این در که علت این به را اخیر حͺم

صورت این در باشد. σ = (x۱, x۲, · · · , xn) صعودی دنباله زیر xi۱ , xi۲ , · · · , xiLn(σ)
کنید فرض اثبات.

قرار xijها از عدد چند a مانند ستونͬ در اگر زیرا گیرند. قرار P (σ) ستون ͷی در نمͬ�توانند xijها از ͷی هیج
از a ستون عدد پایین�ترین چون مͬ�شود اضافه نمودار به xis که مرحله�ای در باشد، عدد پایین�ترین xis و گیرد
است. تناقض این و است a از غیر ستونͬ که شود اضافه نمودار انتهای به باید جدید عدد است کوچͺتر xis

است. اول سطر برابر حداکثر Ln(σ) نتیجه در
σ که کلͬ حالت در را حͺم این است. P اول سطر طول به صعودی دنباله زیر ͷی حداقل دهیم نشان باید
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آن از قبل منتها مͬ�زنیم. قوی استقرای σ اعداد تعداد روی و مͬ�کنیم اثبات است متمایز اعداد از دنباله�ای صرفاً
سمت در بزرگتر عددی هیچ که هستند σ از اعضایͬ اعداد این مͬ�دهیم: ارایه P آخر ستون اعداد از توصیفͬ
هنͽام باشد راستشان سمت در بزرگتر عضوی اگر زیر است. روشن موضوع این علت نیست. آن�ها راست
الحاق آنͽاه باشد، σ در عددی چنین اگر دیͽر طرف از و است تناقض که برویم بعدی ستون به باید آن الحاق
σ از را P آخر ستون اعداد حال مͬ�گیرد. جا کوچͺتر ستون�ها در جایͽاهͬ در عضو این الحاق از بعد عددی هر
مͬ�رسیم شده کم آخرش ستون که P تابلوی به جدید مجموعه این روی رابینسن-شنستد الͽوریتم با کنید. کم
σ در دنباله این آخر عضو به اگر مͬ�یابیم. P سطر از کمتر واحد ͷی با صعودی دنباله�ی زیر فرضاستقرا طبق و
دادیم نشان و نیست آخر ستون در (چون یافت خواهید آن راست سمت در آن از بزرگتر عددی حتما کنید نͽاه
P سطر برابر صعودی دنباله زیر طول آن گرفتن نظر در با نتیجه در که است.) اینͽونه آخر ستون غیر عضو هر

شد. خواهد

الͽوریتم از استفاده با و کنید انتخاب Sn جایͽشت�های تمام بین از یͺنواخت طور به را σ جایͽشت حال
ͬͺیQ نمودار با (که مͬ�دهد نسبت را P نمودار σ به که تابعͬ و آورید دست به را (P,Q) زوج آن روی از بالا
است وزنͬ همان این و است dim (λ)۲

n!
برسیم λ نمودار به نͽاشت این با که این احتمال بͽیرید. نظر در است)

داشته حد ͹یان نمودارهای اگر مͬ�دهد نشان آخر گزاره نتیجه در دادیم. قرار ͹یان نمودارهای روی قبلا که
است. تصادفͬ جایͽشت ͷی در صعودی دنباله زیر بزرگترین طول توزیع برابر آن اول ستون طول توزیع باشند،

اثر قضیه و شͺسته توابع .۴.٣

مͬ�کنیم بیان پایان در که قضیه�ای جهت این از و آنهاست روی وزن� و ͹یان نمودارهای بین اصلͬ بخشحلقه این
دارد. اساسͬ اهمیت فصل این اصلͬ قضیه اثبات روند در

هرگاه: مͬ�شود خوانده شͺسته λ حقیقͬ تابع ͷی .١۴.٣ تعریف

خطͬ قطعه قطعه و است پیوسته λ(x) .١

x ∈ R متناهͬ تعداد در مͽر λ′(x) = ±۱ .٢

λ(x) = |x|بزرگ کافͬ اندازه به |x| برای .٣

آن مͬ�توان ͹یان نمودار هر درجه ۴۵ دوران با صورت این در دهید. قرار شͺسته توابع تمام مجموعه را A
ماکزیمم یا مینیمم نقاط معرفͬ A عضو ͷی معرفͬ برای ساده�تر راه ͷی کرد. نͽاه شͺسته تابع ͷی شͺل به را
x۱ < y۱ < · · · شͺل> به آنها کردن مرتب با نتیجه در و است متناهͬ نقاط این تعداد است. آن موضعͬ
به A اعضای روی مختصات ͷی موضعͬ�اند، ماکزیمم ها yi و موضعͬ مینیمم ها xi که xr−۱ < yr−۱ < xr

مͬ�آید. دست
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͹یان نمودار حدی قانون .٣

باشند: موضعͬ مینیمم�های و ماکزیمم x۱ < y۱ < · · · < xr−۱ < yr−۱ < xr اگر λ هر برای .١۵.٣ لم

r∑
i=۱

xi =
r−۱∑
i=۱

yi

است
√
۲ xr آن طول طرف ͷی از بͽیرید. نظر در مͬ�کند وصل (xr, xr) نقطه به را مبدا که خطͬ پاره اثبات.

دست به جدید پاره�خط تعدادی آن، روی y = x خط موازی پاره�خط�های از ͷی هر افͺنش با دیͽر طرف از و
داریم: است

√
۲ (xi − yi) جدید های پاره�خط طول که آنجا از مͬ�کنند. افراز را پاره�خط این که مͬ�آیند

√
۲ xr =

r−۱∑
۱

√
۲ (yi − xi) ⇒

r∑
۱

xi =
r−۱∑
۱

yi

،
√
۲
۲ n شͺل به اعداد آن متناظر yi و xi اگر تنها و اگر دارد Aقرار در یافته دوران ͹یان نمودار ͷی .١۶.٣ نتیجه

کنند. صدق بالا رابطه در و باشند n ∈ Z

معروف ریله۶ اندازه به اول توزیع مͬ�دهیم. نسبت R روی توزیع دو λ ∈ A عضو هر به بخش این ادامه در
مͬ�شود: تعریف زیر شͺل به و است

τλ =
r∑
i=۱

δxi
−

r−۱∑
i=۱

δyi

است. ͷی به ͷی λ → τλ نͽاشت که است روشن

داریم: باشد، τλ ام k Mk(τλ)گشتاور اگر صورت این در . λ ∈ A کنید فرض .١٧.٣ قضیه

Mk(τλ) =

+∞∫
−∞

xk(
λ(x)− |x|

۲
)′′dx

است. شده گرفته توزیع معنای در گیری مشتق اینجا در که

است: خطͬ موضعا λ که این به توجه با اثبات.

τλ = (
λ(x)− |x|

۲
)′′ + δ۰

مͬ�رسیم. بالا فرمول به جای�گذاری با که

measure Rayleigh۶
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اکسترمم�های ها yi و xi فرضکنید دوباره است. زیر شرح به تعریفمͬ�کنیم λ ∈ A هر برای دومͬ�که اندازه
مͬ�دهیم: تشͺیل را زیر گویای تابع باشند. λ نمودار نسبͬ

(z − y۱) · · · (z − yr−۱)

(z − x۱) · · · (z − xr)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را بالا تابع مخرج عوامل به تجزیه و صورت بسط با

(z − y۱) · · · (z − yr−۱)

(z − x۱) · · · (z − xr)
=

µ۱

z − x۱
+ · · · µr

z − xr

ضرب z در را (١) تساوی طرف دو اگر و µi > ۰ نتیجه در µi =
(xi−y۱)···(xi−yr−۱)

(xi−x۱)···(xi−xi−۱)(xi−xi+۱)···(xi−xr)
که،

تعریف زیر صورت به mλرا انتقالͬ اندازه .حال
r∑
۱
µi = ۱ داشت: خواهیم دهیم میل نهایت بͬ به را z و کنیم

مͬ�کنیم:

mλ =
r∑
i=۱

µiδxi

مͬ�دهد. ربط یͺدیͽر به را آنها گشتاور�های زیر گزاره مͬ�آیند. دست به همدیͽر روی mλاز و τλ اندازه دو

.١٨.٣ قضیه
∞∑
n=۱

Mn(mλ)

zn
= exp

{
∞∑
n=۱

Mn(τλ)

n

۱
zn

}
همͽراست. بزرگ کافͬ اندازه به |z| برای سری طرف دو که

داریم: باشند، λ اکسترمم�های x۱ < y۱ < · · · < xr−۱ < yr−۱ < xr اگر اثبات.
∞∑
n=۱

Mn(mλ)

zn
=

∞∑
n=۱

(
r∑
i=۱

µi
xn
i

zn
) =

∞∑
n=۱

µi(
r∑
i=۱

(
xi

z
)

n

) =

r∑
۱

µi.
۱

۱− xi

z

=
(۱− y۱

z
) · · · (۱− yr−۱

z
)

(۱− x۱
z
) · · · (۱− xr

z
)

= exp

{
r−۱∑
i=۱

log(۱− yi
z
)−

r∑
i=۱

log(۱− xi

z
)

}

= exp

{
∞∑
n=۱

۱
n
(

r∑
i=۱

xn
i −

r−۱∑
i=۱

yni )
۱
zn

}

= exp

{
∞∑
n=۱

Mn(τλ)

n

۱
zn

}

٢٧



͹یان نمودار حدی قانون .٣

داریم: ۱
z۲
و ۱

z
ظریب بررسͬ با مثال عنوان به .

M۱(mλ) = M۱(τλ) = ۰

M۲(mλ) =
۱
۲
(M۱(τλ)

۲ +M۲(τλ)) = |λ|

مشخص اما دادیم. نسبت mλ و τλ اندازه دو λ ∈ Y هر خاص حالت در و λ ∈ A عضو هر به اینجا به تا
مͬ�دهد نشان کرد خواهیم بیان که قضیه�ای دارند. Sn از Sλ متناظر نمایش به ارتباطͬ چه ها اندازه این نیست

داریم. نیاز مقدماتͬ آن بیان از قبل مͬ�آیند. دست به نمایش مشخصه�های روی از اعداد این
مͬ�آید: دست� به زیر گسترش از که باشد خطͬ تابع En : C[Sn+۱] → C[Sn] کنید فرض

En(g) =

{
g g ∈ Sn

۰ g /∈ Sn

C[Sn] عضو هر با Jn که آنجا از بͽیرید. مورفͬ جیسیس- عضو نیز را Jn ∈ C[Sn+۱] مͬ�آید. دست به
نمایش در Sn های نمایش تمام مͬ�دانیم است. Z(C[Sn]) در عنصری En(J

k
n) ،k هر برای مͬ�شود، جابه�جا

نوشت: مͬ�توان بنابراین دارند. وجود C[Sn]

C[Sn] =
⊕
λ∈Yn

End(Vλ)

شͺل: همین به
C[Sn+۱] = ⊕

λ∈Yn+۱
End(Vλ)

را La ،a ∈ C[Sn] هر برای دهید. قرار λ متناظر نمایش روی a عملͽر اثر را trλ(a) ،a ∈ C[Sn] هر برای
بͽیرید. C[Sn] روی چپ از کردن ضرب عملͽر

داریم: a ∈ C[Sn] هر برای (اثر): .١٩.٣ قضیه

trλ(En(J
k
n)) = dim(λ) Mk(mλ)

باشد. صفر µ ̸= λ برای Vµ روی و همانͬ Vλ روی Leλ که باشد عضوی eλ ∈ C[Sn] کنید فرض اثبات.
با: است برابر C[Sn] روی En(J

k
n)eλ عملͽر اثر

dim(λ).trλ(En(J
k
n))

دیده راحتͬ به دهد نشان a بسط در را Sn همانͬ عنصر ضریب (a)e a ∈ C[Sn] برای اگر دیͽر طرف از
eλ ∈ C[Sn] که آنجا از trλ(En(J

k
n)eλ) = n!(En(J

k
n)eλ)e نتیجه: در .tr(La) = n! (a)e مͬ�شود

بنابراین En(J
k
n)eλ = En(J

k
neλ)٬

(En(J
k
n)eλ)e = (En(J

k
neλ))e = (Jk

neλ)e
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͹یان نمودار حدی قانون .٣

که هایͬ VΛ روی تنها eλ که آنجا از آوریم. دست به C[Sn+۱] در Jk
neλ بسط در را e ضریب باید بنابراین

داریم: است.) همانͬ آنها روی (و است ناصفر λ ↗ Λ

(Jk
neλ)e =

trC[Sn+۱](LJk
neλ

)

(n+ ۱)!
=

۱
(n+ ۱)!

∑
λ↗Λ

dim(Λ)trΛ(J
k
n)

داریم: بالا های تساوی جای�گذاری با نتیجه در

trλ(E(Jk
n)) =

n!

dim(λ)
[

۱
(n+ ۱)!

∑
λ↗Λ

dim(Λ)trΛ(J
k
n)]

=
۱

dim(λ)(n+ ۱)

∑
λ↗Λ

dim(Λ)trΛ(J
k
n)

=
∑
λ↗Λ

dim(Λ)

(n+ ۱) dim(λ)
trΛ(J

k
n)

ͬͽیان نمودار Λs و باشند λ شͺسته تابع اکسترمم نقاط x۱ < y۱ < · · · < xr−۱ < yr−۱ < xr فرضکنید
Λs روی Jk

n (۵.٢.٣) لم از صورت این در مͬ�آید. دست به xs متناظر نقطه در مربع ͷی دادن قرار از که باشد
بنابراین: و tracΛs(J

k
n) = xk

s . dim(λ) نتیجه: در است. همانͬ ماتریس در xk
s صورت به

tracλ(E(Jk
n)) =

∑
λ↗Λs

dim(Λs)

(n+ ۱) dim(λ)
.xk

s . dim(λ)

مͬ�کند. کامل را قضیه اثبات زیر لم

بالا نمادهای با .٢٠.٣ لم
dim(Λs)

(n+ ۱) dim(λ)
= mλ({xs})

ͷی دادن قرار از Λs فرضکنید کنیم. ساده را طرفچپ مͬ�کنیم سعͬ ١١.٣ هوک فرمول از استفاده با اثبات.
داشت: خواهیم بنابراین (۴.٣ (شͺل آید. دست به λ نمودار مینیمم امین s در مربع

dim(Λ)

(n+ ۱) dim(λ)
=

∏
b∈λ

hλ(b)∏
b∈Λs

hΛs(b)

نقاط نظیر جملات تنها و مͬ�شوند ساده یͺدیͽر با راست طرف حاصلضرب جملات از زیادی تعداد
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͹یان نمودار حدی قانون .٣

مͬ�دهد: نشان که مͬ�مانند باقͬ II و I∏
b∈λ

hλ(b)∏
b∈Λs

hΛs(b)
=

∏
b∈I۱

hλ(b)∏
b∈I۱

hΛs(b)
.

∏
b∈I۲

hλ(b)∏
b∈I۲

hΛs(b)
= (

xs − y۱
xs − x۱

· · · xs − ys−۱

xs − xs−۱
)(
xs − ys
xs − xs

· · · xs − yr−۱

xs − xr−۱
)

= mλ({xs})

͹یان نمودارهای حدگیری نحوه .۵.٣

نمودار حدی ”شͺل نظیر جملاتͬ بیان برای آنچه اما پرداختیم. تنهایͬ به ͹یان نمودار ͷی بررسͬ به تاکنون
قانون بیان در آنچه مانند است، ͹یان نمودارهای دنباله روی احتمال فضای ͷی ساختن داریم نیاز “͹یان های
پیاده�سازی ͹یان نمودارهای برای را کار این مشابه داریم سعͬ قسمت این در مͬ�شود. انجام بزرگ اعداد قوی
مسیرهایͬ مجموعه Γ کنید فرض شده�اند. مرتب آنها اندازه حسب بر ͹یان های نمودار بعدی شͺل در کنیم.
زیر صورت به نمایشͬ Γ عضو ͷی مͬ�شود. زیاد واحد ͷی مرحله هر در آنها اندازه که باشند شͺل این روی

دارد:
t = (∅ = t(۰) ↗ t(۱) ↗ · · · ↗ t(n) ↗ · · · )

تعریف زیر شͺل به را Cu ،u = (∅ = λ۰ ↗ λ۱ ↗ · · · ↗ λn) متناهͬ دنباله هر برای t(n) ∈ Γn که
مͬ�کنیم:

Cu = {t ∈ Γ
∣∣t(i) = λi, i = ۰, ۱, · · · , n}
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͹یان نمودار حدی قانون .٣

͹یان درخت :.٧.٣ شͺل

تبدیل P(Cu) =
dim(λn)

n!
احتمال اندازه و Cuها توسط شده تولید σ-میدان با احتمالͬ فضای فضای به را Γ

(٢٠.٣ (لم مͬ�آید. دست به
∑

λn↗Λ

dim(λn)
(n+۱)! = dim(Λ)

n!
تساوی از احتمال�ها اندازه این سازگاری مͬ�کنیم.

اندازه به داد. گسترش Cuها با شده تولید σ-میدان روی را اندازه این مͬ�توان توسیع قضایای با نتیجه در
شͺل به Xn تصادفͬ متغیر تعریف با که است این توجه قابل نͺته مͬ�گویند. پلانچرال٧ اندازه یافته، گسترش
قضایای دادن نشان برای که است چیزی همان این و P(Xn = λn) = dim (λn)۲

n!
داریم: Xn(t) = t(n)

(٧.٣ (شͺل داریم. نیاز حدی

͹یان نمودارهای روی توپولوژی و پیوسته نمودارهای .۶.٣

ͷکم ما به این مͬ�کنیم. تعریف را مͬ�آید دست به شͺسته توابع حدگیری از که پیوسته�ای توابع قسمت این در
سپس کنیم. بررسͬ بزرگ�تر مجموعه ͷی در دارد ای پیوسته شͺل که را ͹یان های نمودار حد بتوانیم مͬ�کند

مͬ�دهیم. گسترش توابع روی را انتقالͬ و ریله های اندازه

اگر: مͬ�گوییم پیوسته نمودار ω حقیقͬ تابع ͷی به .٢١.٣ تعریف
x, y ∈ R هر برای |ω(x)− ω(y)| ≤ |x− y| (١
باشد. بزرگ کافͬ اندازه به |x| اگر ω(x) = |x| (٢
مͬ�دهیم. Mنشان با را پیوسته نمودارهای مجموعه

measure Plancherel٧
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͹یان نمودار حدی قانون .٣

انتقالͬ و ریله اندازه دو شͺسته نمودار�های تقریب با Y ⊂ A ⊂ M که: است بدیهͬ تعریف از استفاده با
مͬ�دهیم: Kقرار > ۰ برای داد. گسترش پیوسته نمودارهای به مͬ�توان را

MK = {ω ∈ D |ω(x) = |x|, |x| > K }

دنباله ،ω ∈ MK کنید فرض حال مͬ�گیرد. قرار MKها درون بعد به جایͬ از M در پیوسته نمودار هر و
ͷی با را ω ابتدا کافیست (زیرا شود. ͷنزدی ω به یͺنواخت نرم با که ساخت مͬ�توان را ωn ∈ MK

∩
A

اعضای با را توابع این است، کمتر ͷی از قطعات این شیب چون سپس و بزنیم تقریب خطͬ قطعه قطعه تابع
فشرده محمل و دار کران مشتق با پذیر مشتق جا همه تقریبا ωn(x)−|x|

۲ و ω(x)−|x|
۲ توابع ( بزنیم. تقریب A

داریم: f ∈ C[K,−K] پیوسته تابع هر برای مͬ�کنیم ادعا هستند.

lim
n→∞

+∞∫
−∞

f(x)(
ωn(x)− |x|

۲
)′dx =

+∞∫
−∞

f(x)(
ω(x)− |x|

۲
)′dx

دنباله (معادلا است. برقرار f(x) = xk توابع برای بالا تساوی جزء به جزء گیری انتͽرال با واقع در
ثابت چندجمله�ای�ها برای تساوی این آنها، جمع با نتیجه در و همͽراست.) {Mk(τωn) : n = ۱, ۲, · · · }

هستند. چͽال C[K,−K] در ها ای چندجمله که کنید توجه نͺته این به کافیست حال مͬ�شود.
گرفت نتیجه مͬ�توان همͽراست {Mk(τωn) : n = ۱, ۲, · · · } دنباله که این ١٨.٣از قضیه از استفاده با

دنباله چندجمله�ای�ها تقریب با دوباره نتیجه در و همͽراست. نیز {Mk(mωn) : n = ۱, ۲, · · · } دنباله

{
+K∫

−K

f(x)mωn(dx) : n = ۱, ۲, · · · }

پیوسته نمودارهای روی انتقالͬ اندازه گسترش کلید این همͽراست. [K,−K] بازه در پیوسته توابع برای

{ωn : n = خاص دنباله به M که دید مͬ�توان .M(f) = lim
n→∞

+K∫
−K

f(x)mωn(dx) مͬ�دهیم قرار است.

M نرم آنجا از مͬ�کند. تعریف C[K,−K] توابع روی خطͬ ͷتابع ͷی نتیجه در و د ندار ͬͽبست ۱, ۲, · · · }
[K,−K] روی محمل با µ یͺتای احتمال اندازه وجود پیوسته توابع مورد در ریس نمایش قضیه است دار کران

که: مͬ�کند تضمین را

M(f) =

+K∫
−K

f(x)µ(dx)

( شود. [−K,K] شامل حداقل ω(x)− |x| محمل که این بر (مشروط است. K از مستقل µ وضوح به
مͬ�گیریم. نظر در ω ∈ M برای انتقالͬ یافته گسترش اندازه را µ = mω
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باشد شده تعریف زیر شͺل به ω نمودار و a > ۰ کنید فرض .٢٢.٣ مثال

ω(x) =

{
a |x| ≤ a
|x| |x| ≥ a

مینیممش و {−a + ۲a
n
i : i = ۰, ۱, · · · , n} ماکزیممش نقاط که ωn شͺسته� توابع با مͬ�توان را ω

͹استرلین فرمول از استفاده و حد محاسبه با زد. تقریب است {−a + ۲a
n
i + a

n
: i = ۰, ۱, · · · , n − ۱}

مͬ�کنیم: مشاهده

τω =
δ−a + δa

۲
, mω =

۱
π
√
a۲ − x۲

باشد: شده تعریف این�گونه به Ω ∈ M تابع کنید فرض .٢٣.٣ مثال

Ω(x) =

{
۲
π
(x arc sin x

۲ +
√
۴− x۲) |x| ≤ ۲

|x| |x| > ۲

mΩدر و τΩ توزیع�های محمل است. ͹یان های نمودار حدی تابع همان این دید خواهیم بعد های قسمت در
با: برابرند بازه این روی و است [−۲, ۲] بازه

dτΩ
dx

=
۱

π
√
۴− x۲

dmΩ

dx
=

۱
۲π

√
۴− x۲

با: mΩبرابرند توزیع گشتاورهای و

Mk(τΩ) =


(
۲p
p

)
k = ۲p, p ∈ N

۰

به که مͬ�آید دست به یͺنواخت متر با اول توپولوژی گذاشت. توپولوژی دو مͬ�توان پیوسته نمودار�های روی
مͬ�شود: تعریف زیر شͺل

d(ω۱, ω۲) = sup
x∈R

|ω۱(x)− ω۲(x)|

آید: دست به زیر شبه�مترهای با که است توپولوژی کوچͺترین دوم توپولوژی و

dk(ω۱, ω۲) = |Mk(mω۱)−Mk(mω۲)| , k = ۱ , ۲ , · · ·

کرد. اثبات جمله�ای�ها چند با پیوسته توابع تقریب با مͬ�توان را زیر گزاره

هستند. ͬͺیMK روی بالا توپولوژی دو است. ثابت Kعددی > ۰ کنید فرض .٢۴.٣ قضیه
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Ȳ نمودارهای :.٨.٣ شͺل

نامتناهͬ مجموعه جایͽشتهای .٧.٣

این مͬ�کنند. عوض را عدد متناهͬ جایͽاه فقط که مͬ�گیریم نظر در طبیعͬ اعداد روی جایͽشت�هایͬ را S∞

تزویجͬ گروه�های هستند.
∞∪
n=۱

Snبا تناظر در آن اعضای و مͬ�شود یͷگروه ترکیبجایͽشت�ها عمل با مجموعه

گروه است، همانͬ بعد به جایͬ از عضو هر چون اما داد نمایش ͹یان های نمودار با همچنان مͬ�توان را S∞

حذفکنیم را یͷعضوی استدورهای مناسب�تر دلیل همین به دارد. یͷعضوی دور نامتناهͬ آن متناظر دوری
ستون�های بدون ͹یان نمودارهای با را تزویجͬ گروه�های بنابراین دهیم. نشان ͹یان نمودار ͷی با را مابقͬ و

مͬ�بریم: کار به آن�ها برای را Ȳ نماد و مͬ�دهیم نشان خانه�ای ͷی

Ȳ = {ρ ∈ Y : m۱(ρ) = ۰}

نمودار با σ ∈ S∞ جایͽشت ساخت برای که است ترانهشت�هایͬ تعداد حداقل دهنده نشان l(ρ) کنید فرض
داریم: نیاز ترانهشت k − ۱، k طول به دورهای آوردن دست به برای که آنجا از است. لازم ρ

l(ρ) = |ρ| − row(ρ)

گیرند. قرار ردیف ͷی در برابر l با نمودار�های که طوری �دهیم نشان جدول ͷی در مͬ�توانیم را Ȳ نمودار�های
جدولͬ با جدول این رو این از و |ρ| = |ρ′| نمͬ�دهد نتیجه لزوما l(ρ) = l(ρ′) که کنید توجه (٨.٣ (شͺل
با که دارد Ȳ در نموداری σ ∈ Sn هر ،ͷی طول به دورهای حذف با است. متفاوت ساختیم Y برای که
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͹یان تابلوی در عدد دو گرفتن قرار مختلف حالت�های :.٩.٣ شͺل

جایͽشت دو اگر مͬ�کنیم وصل یͺدیͽر به خط ͷی با را ρ, ρ′ ∈ Ȳنمودار دو مͬ�دهیم. نشان ρ = type(σ)

دست به یͺدیͽر روی از ترانهشت ͷی ترکیب با σ, σ′ و ρ′ = type(σ′) ρو = type(σ) که شوند پیدا σ′ σو
آید.

یا صورت این در . ρ′ = type((i, j)x), ρ = type(x) و x, (i, j) ∈ Sn کنید فرض .٢۵.٣ قضیه
. l(ρ′) = l(ρ)− ۱ یا و l(ρ′) = l(ρ) + ۱

این به بسته باشد. داشته را j و i از تا دو یا و ͷی صفر، مͬ�تواند x جایͽشت ͷی از بزرگتر دور��های اثبات.
٩.٣ شͺل در کرد. تعیین را ρ′ نمودار مͬ�توان باشند آمده جایͽشت کجای در عضو دو این که این و موضوع
واحد ͷی پایین حالت سه در و مͬ�شود زیاد واحد ͷی l(ρ′) بالا حالت سه در است. شده رسم حالت ۶ تمام

مͬ�گوییم. پایین دیͽر حالات به و بالا مͬ�شود زیاد واحد ͷی که حالت�هایͬ به قبل قضیه در مͬ�شود. کم

جیسیس-مورفͬ گشتاورهای .٨.٣

مͬ�کنیم: شروع زیر بسط با کنیم. حساب را مورفͬ جیسیس- گشتاورهای هستیم علاقمند قسمت این در

Jk
n =

∑
i۱,···ik∈{۱,··· ,n}

(ik, n+ ۱) · · · (i۲, n+ ۱)(i۱, n+ ۱)

هرمسیر به .(ik, n+ ۱) · · · (i۱, n+ ۱) ∈ Sn هرگاه مͬ�گوییم دسترس�پذیر (i۱, i۲, · · · , ik) دنباله به

e → (i۱, n+ ۱) → · · · → (ik, n+ ۱) · · · (i۱, n+ ۱)
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مسیر Sn+۱ کیلͬ گراف در
∅ → ρ۱ → · · · → ρk

که مͬ�کنیم نظیر Ȳ در را
ρj = type((ij, n+ ۱) · · · (i۱, n+ ۱))

l(ρj+۱) = l(ρj)± ۱ که کنید توجه

مͬ�دهیم قرار .٢۶.٣ تعریف

Ȳk = Ȳ ∩ Yk = {σ ∈ Y : m۱(σ) = ۰, |σ| = k}

مͬ�آید. دست به آن باقیمانده ͬͺت مربع�های و اول ستون حذف با که است نموداری σ۰ ٬ σ ∈ Ȳ برای

هستند: معادل زیر شرط سه k = ۱, ۲, · · · و ρ ∈ Ȳ کنید فرض .٢٧.٣ لم
که: دارد وجود i۱, i۲, · · · , ik دسترس�پذیر دنباله و n طبیعͬ عدد (١

ρ = type((ik, n+ ۱) · · · (i۱, n+ ۱))

|ρ|+ row(ρ) ≤ k و l(ρ) ≡ k (mod ۲) (٢
ρ = σ۰ ، σ۰ ∈ Ȳkͷی �برای (٣

نتیجه در بنامید. d را مͬ�شود کم واحد ͷی که بارهایͬ و u را مͬ�شود زیاد واحد ͷی l که بارهای تعداد اثبات.
و: u− d = l(ρ) و u+ d = k

u =
k + l(ρ)

۲
, d =

k − l(ρ)

۲

نͽاه ٢۵.٣ قضیه (به شود کم واحد ͷی l که مͬ�شود بیشتر نمودار سطرهای حالتͬ در تنها که آن�جا از اما
بیندازید):

row(ρ) ≤ d =
k − l(ρ)

۲
⇒

k ≥ l(ρ) + ۲row(ρ) = |ρ|+ row(ρ)

دنباله�ی مͬ�توان باشد ٢ گزاره شرط�های با نموداری ρ اگر دیͽر طرف از مͬ�رسیم. ٢ به ١ گزاره از شͺل این به که
ابتدا باشند. ρ ستون�های (ρ۱ ≥ ρ۲ ≥ · · · ≥ ρrow(ρ)) کنید فرض داد. ارائه آن ساخت برای دسترس�پذیری

: iρ۱+۱ = i۱ فرض با مͬ�کنیم. انتخاب را i۱, i۲, · · · , iρ۱ ∈ {۱, · · · , n} متمایز اعداد

(i۱, n+ ۱)(i۲, n+ ۱) · · · (iρ۱+۱, n+ ۱) = (i۱, i۲, · · · , iρ۱) ∈ Sn
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دور آن با و مͬ�کنیم انتخاب را j۱, j۲, · · · , jρ۲ ∈ {۱, · · · , n}\{i۱, i۲, · · · , iρ۱} متمایز اعداد دوباره حال
اعداد کل زیرا است پذیر انجام کار این که کنید توجه مͬ�سازیم. را ها ρi تمام شͺل همین به مͬ�سازیم. را ρ۲

با برابراند مͬ�شوند انتخاب که متمایزی

(ρ۱ + ۱) + +(ρrow(ρ) + ۱) = |ρ|+ row(ρ) ≤ k

است. واضح تعریف از ٣ و ٢ بودن معادل
مͬ�دهد: نشان بالا لم است، Z(C[Sn]) از عضوی En(J

k
n) این�که به توجه با

En(J
k
n) =

∑
σ∈Ȳk

Kσ;nAσ۰∪(۱n−|σ۰|)

نمودار با جایͽشت�های تزویجͬ دسته مجموع Aσ۰∪(۱n−|σ۰|) و هستند نامنفͬ و صحیح اعداد ها Kσ;n که
است. En(J

k
n) بسط در جملات این Kσ;nتͺرر واقع در هستند. σ۰ ∪ (۱n−|σ۰|)

سمت به n وقتͬ آن�ها نسبت که معنا این به است. nm۲(σ) مرتبه از En(J
k
n) در Kσ;n ضریب .٢٨.٣ قضیه

مͬ�رود. ثابت عدد ͷی به مͬ�کند میل بͬ�نهایت

برای روشͬ ٢ و ١ گزاره�های بودن معادل دادن نشان برای کنید. توجه ٢٧.٣ لم استدلال به دیͽر بار اثبات.
لحاظ از دادیم. ارائه جایͽشت�ها توسط σ = (σ۱ ≥ σ۲ ≥ · · · ≥ σrow(σ)) نمودار آوردن دست به
برابرند. Aσ۰∪(۱n−|σ۰|) سازنده جایͽشت�های کل با مͬ�شوند گرفته نظر در شͺل این به که جایͽشت�هایͬ مرتبه،
برابر عدد این شود. شمرده جایͽشت�ها این ساخت در آزادی درجات کل کافیست که مͬ�دهد نتیجه این

اما است. n
|σ|+l(σ۰)

۲ مرتبه از جایͽشت�ها این تعداد بنابراین و است σ۱ + σ۲ + · · ·+ σrow(σ) =
|σ|+l(σ۰)

۲

مͬ�شود. nm۲(σ) حاصل که کنیم تقسیم n|σ۰| بر را اخیر عدد باید دارد جمله n|σ۰| ٬ Aσ۰∪(۱n−|σ۰|) چون

δe(J
k
n) =

 ۱
k
۲ +۱

(
k
k
۲

)
+O(nk/۲−۱) k ∈ ۲Z

۰ k ∈ ۲Z+ ۱
.٢٩.٣ قضیه

این در مͬ�شوند. ختم آن به و شروع ∅ از که بشماریم را k طول با دسترس�پذیر مسیر�های تعداد باید اثبات.
k اگر دیͽر طرف از است. صفر فرد k برای تعداد این نتیجه در شود. ظاهر بار زوج باید ترانهشت هر مسیر�ها
(مابقͬ شود. ظاهر بار دو دقیقا ترانهشت هر که است وقتͬ دسترس�پذیر مسیر�های تعداد بیشترین باشد زوج

مسیر�های تعداد درنتیجه ( است. n
k
۲−۱ مرتبه از آن�ها تعداد نتیجه در و دارند مختلف عضو k

۲ − ۱ حداکثر
است. آمده بالا در که است کاتالانن عدد برابر مͬ�شود ختم آن به و شروع ∅ از که دسترس�پذیر

δe(E(Jk
n)

۲
)− δe(J

k
n)

۲
= O(nk−۱) با: است برابر E(Jk

n)
۲ در e مولفه .٣٠.٣ قضیه
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∑اثبات.
σ∈Y Y K

K۲
σ:n

∣∣Cσ۰∪(۱n−|σ۰|)

∣∣ = ∑
σ∈Ȳk

cσn
۲m۲(σ)n|σ۰|(۱+O(n−۱))

=
∑
σ∈Ȳk

cσn
l(σ)+۲m۲(σ)(۱+O(n−۱))

σ = (۲
k
۲ ) و k بودن زوج معادل l(σ) +m۲(σ) = k تساوی σ ∈ Ȳk برای است. n از مستقل cσ ثابت که

شͺل به که جملاتͬ کافیست تنها Jk
n بسط در نتیجه در (l(σ) +m۲(σ) ≤ k − ۱ σها مابقͬ (برای است.

مرتبه از جملات مابقͬ (تعداد شوند. شمرده مͬ�شوند تجزیه ( هستند. متمایز ها ij) (i۱, i۲) · · · (ik−۱, ik)

این که مͬ�مانند ثابت En نͽاشت تحت نتیجه در و شود ظاهر نمͬ�تواند n + ۱ جملات این در است) nk−۱

مͬ�کند. ثابت را حͺم

͹یان نمودارهای همͽرایͬ ضعیف قانون .٩.٣

مͬ�کنیم: ثابت را زیر قضیه بخش این در

داریم: k = ۱, ۲, · · · و ε > ۰ هر برای :(͹یان نمودار�های برای همͽرایͬ ضعیف (قانون .٣١.٣ قضیه

lim
n→∞

P({t :
∣∣∣Mk(mt(n)

√
n)−Mk(mΩ)

∣∣∣ ≥ ε}) = ۰

داریم: δe(Jk
n) mΩو گشتاورهای محاسبه و قبل لم استفاده با اثبات.

δe((E(Jk
n)− nk/۲Mk(mΩ))

۲
) =

δe((E(Jk
n)

۲ − ۲δe(Jk
n)n

k/۲Mk(mΩ) + nkMk(mΩ)
۲) =

δe(J
k
n)

۲
+O(nk−۱)− ۲δe(Jk

n)n
k/۲Mk(mΩ) + nkMk(mΩ)

۲ =

O(nk−۱)

داریم: C[Sn] = ⊕
λ∈Yn

End(Vλ) بسط در عملͽرها همانͬ ضریب بررسͬ با

δe(·) =
∑
λ∈Yn

dim(λ)
n!

trλ(·)
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نتیجه: در و

δe((E(Jk
n)− nk/۲Mk(mΩ))

۲
) =∑

λ∈Yn

dim (λ)۲

n!
trλ((E(Jk

n)− nk/۲Mk(mΩ))
۲
) =∑

λ∈Yn

dim (λ)۲

n!
trλ(E(Jk

n)− nk/۲Mk(mΩ))
۲
=∑

λ∈Yn

dim (λ)۲

n!
(Mk(mλ)− nk/۲Mk(mΩ))

۲

پس: ( trλ(a۲) = trλ(a)
۲ ٬ a ∈ Z(C[Sn])برای که کنید ∑(توجه

λ∈Yn

dim (λ)۲

n!
(Mk(mλ)− nk/۲Mk(mΩ))

۲
= O(n−۱)

مͬ�دهد. نتیجه را ضعیف قانون nk/۲Mk(mΩ) = Mk(mλ
√

n) و چبیشف نامساوی با که

͹یان نمودارهای قوی قانون .١٠.٣

برای را زیر قانون مͬ�توان باشد، متناهͬ گشتاورها که حالتͬ برای بزرگ اعداد قوی قانون استدلال مشابه
نمود: ثابت ͹یان نمودارهای

صورت این در است. طبیعͬ عدد ͷی k کنید فرض :(͹یان نمودارهای همͽرایͬ قوی (قانون .٣٢.٣ قضیه
داریم: Γ در t = (∅ = t(۰) ↗ t(۱) ↗ · · · ↗ t(n) ↗ · · · ) مسیر هر تقریبا برای

lim
n→∞

|Mk(mt(n)
√

n)−Mk(mΩ)| = ۰

کنیم. بیان تصادفͬ جایͽشت�های به را آن ارتباط مͬ�کنیم سعͬ ولͬ نمͬ�آوریم را حͺم این اثبات این�جا در ما
متوالͬ طور به اعداد دادن قرار ساختیͷجایͽشتتصادفͬ، یͷروشبرای دادیم بخششرح در که طور همان
که فرایندی کنیم، نͽاه آن�ها متناطر ͹یان نمودارهای به اگر مͬ�کنیم اثبات است. قبل مرحله جایͽشت� بین در
این تناطر این نتایج از ͬͺی ساختیم. ͹یان نمودارهای روی که است فرایندی همان مͬ�شود ساخته شͺل این به

جایͽشت�ها) از {σn}∞n=۱ دنباله هر ازای به (تقریبا lim
n→∞

Ln(σn)√
n

= ۲ مͬ�دهد نشان که است
Aλ . |λ| = n و λ ↗ Λ که باشند ͹یان نمودار دو Λ و λ کنید فرض مͬ�کنیم. اثبات را بالا ادعای
را AΛ و مͬ�روند λ نمودار به شنستد رابینسون- تناظر با که مͬ�گیریم نظر در Sn از جایͽشت�هایͬ مجموعه را
نمودار و مͬ�آید دست به Aλ در جایͽشت ͷی به n+ ۱ افزودن با که بͽیرید Sn+۱ در جایͽشت�هایͬ مجموعه
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͹یان نمودار حدی قانون .٣

اعداد جابجایͬ نحوه :.١٠.٣ شͺل

یا و Λ به λ نمودار از گذر احتمال همان #AΛ

(n+۱)#Aλ
کرد ثابت باید باشد. Λ شنستد رابینسون- تناظر با آن

است. dim(Λ)
(n+۱) dim(λ)

کردن اضافه با آیا که کرد مشخص مͬ�توان تنهایͬ به Q(σ) دانستن با مͬ�کنیم .ادعا σ ∈ Aλ کنید فرض
به مرحله کدام در n+ ۱ اینͺه دانستن با دیͽر عبارت به خیر. یا AΛاست از عضوی جدید جایͽشت σ به n+ ۱
تناظر ادعا این کردن ͷچ برای آورد. دست به را جدید جایͽشت Q نمودارِ مͬ�توان Q(σ) و مͬ�شود اضافه σ
است dim(λ) از مضربͬ AΛ مͬ�گیریم نتیجه حداقل تاکنون کنید. بررسͬ دوباره را σ → (P (σ), Q(σ))

تناظر ͷی باید #AΛ = dim(λ). dim(Λ) تساوی اثبات برای بنابر�این داریم) عمل آزادی P (σ) روی (زیرا
آوریم. دست به بالا خاصیت با σ جایͽشت�های دارند Λ شͺل که ͬͽیان استاندارد نمودارهای بین

Q(σ) که جایͽشتͬ به را n + ۱ عدد وقتͬ کنید فرض است. شده کشیده ͹یان نمودار ͷی ١٠.٣ شͺل در
اعداد کردن اضافه با و شود ظاهر نمودار مربع پایین�ترین در بار اولین برای عدد این مͬ�کنیم اضافه مͬ�سازد را
کوچͺتری و بزرگتر ترتیب دانستن با که است این مهم نͺته رود. بالا شده کشیده مسیر روی عدد این بعدی
پایان در و مͬ�گیرد. قرار نمودار خانه کدام روی نهایت در عدد برد پͬ مͬ�توان شده کشیده مسیر روی اعداد
پایین مربع به یا مربع هر که طوری کنید جابجا واحد ͷی را پله�ای مسیر این روی مربع�های تناظر ساخت برای

شود. حذف نیز n+ ۱ مربع و راستش سمت مربع یا و برود خود
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ضمیمه آ�.

نمایش نظریه آ�.١.

تقارن�های با معمولا که داشتند مفهوم این از هندسͬ تصوری ریاضیدانان گیرد شͺل گروه�ها نظریه که آن از قبل
بͽیریم نظر در را خطͬ تبدیل�های مͬ�توانیم S۴ جایͽشت�های گروه بیان برای مثال عنوان به مͬ�شد. بیان یͷشͬ
قرار آن�ها ترکیب عمل با خطͬ نͽاشت�های گروه نمایش این پشت در واقع در مͬ�دارد. نͽه ثابت را هرم ͷی که
نظریه گروه�ها، نظریه معرفͬ موازات به بعدها است. بیان قابل آن در گروهͬ هر خود، زیاد غنای علت به که دارد
بیان را نظریه این مبانͬ قسمت این در مهمͬ�دارد. جایͽاه ͷفیزی و ریاضیات در اکنون که گرفت شͺل نمایش

مͬ�کنیم.
ρ : G → همیومورفیسم (C (روی V بعدی متناهͬ برداری فضای ͷی در G متناهͬ گروه از نمایش ͷی
مͬ�دهد. V روی G-مدول ساختار ͷی نͽاشت این است. V های خودریختͬ گروه به G گروه از GL(V )

g.v تر خلاصه شͺل به یا ρ(g)(v) به را v ∈ V که مͬ�دهد خطͬ نͽاشتͬ V روی g ∈ G عضو هر به زیرا
مͬ�توان مدول�ها، روی عملیات مشابه مͬ�گوییم. G نمایش V به نیاید �پیش ابهامͬ که صورتͬ در مͬ�فرستد.
V نمایش ͷی گرفت. قسمت خارج امͺان صورت در و کرد تانسور یا کرد مستقیم جمع هم با را نمایش دو
مهمترین از ͬͺی باشد. همانͬ ρ ∈ G هر برای ρ(G) نͽاشت و dimC(V ) = ۱ هرگاه مͬ�شود نامیده بدیهͬ
عضو هر است. C Gروی اعضای توسط شده تولید آزاد برداری فضای یا و C[G] گروه، ͷی نمایش مثال�های

کند. عمل آن روی مͬ�تواند راست) (یا چپ از G

نمایش، دو مستقیم جمع به آن تجزیه هر در اگر مͬ�شود خوانده Gتحویل�ناپذیر گروه از V نمایش آ�.١. تعریف
است: نمایش نظریه در قضیه�ها اساسͬ�ترین از ͬͺی زیر قضیه باشد. بدیهͬ آنها از ͬͺی حداقل

ناوردا آن از W ⊆ V فضای زیر که باشد G گروه از نمایش ͷی V کنید فرض شور: اول قضیه آ�.٢. قضیه
مͺمل فضای زیر صورت این در (ρ(g)(w) ∈ W ،w ∈ W و g ∈ G هر برای دیͽر عبارت (به باشد.

V = W ⊕W ′ دارد: Wوجود Wبرای ′ ناوردای

بسازید: آن از گیری میانͽین با را زیر داخلͬ ضرب و دهید قرار V Hروی مانند دلخواهͬ داخلͬ ضرب اثبات.

H ′(v, w) =
∑
g∈G

H(g.v, g.w)
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ضمیمه آ�.

H(g.v, g.w) =)، g ∈ G و v , w ∈ W هر برای عبارتدیͽر به ) Gناورداست. به نسبت اینضربداخلͬ
.w ∈ W ′ کنید فرض ناورداست. W ′ مͬ�کنیم اثبات بͽیرید. آن به نسبت عمود مͺمل را W ′ (H(v, w)

ناوردایͬ بخاطر .H ′(v, g.w) = ۰ آنͽاه v ∈ W اگر معادلا یا و g.w ∈ W ′ ،g ∈ G هر برای داد نشان باید
است صفر با برابر Wاست، ′ در w این به توجه با که H ′(g−۱.v, w) با است برابر اخیر عبارت داخلͬ ضرب

مͬ�شود. اثبات حͺم و

نوشت. ناپذیر تحویل نمایش�های از مستقیم�ای جمع شͺل به مͬ�توان را نمایشͬ هر آ�.٣. نتیجه

نͽاشتͬ φ : V → W و G گروه ناپذیر تحویل نمایش دو W و V کنید فرض شور: دوم قضیه آ�.۴. قضیه
صورت: این در هستند.) گروه عمل حافظ مدول، نͽاشت�های نمایشعموما نظریه (در باشد آنها بین G−مدول

است. همانͬ نͽاشت I و λ ∈ C که φ = λ.I ،V = W اگر (١
.φ = ۰ ،همواره V ̸= W اگر (٢

از ناوردا فضای زیر دو Im(φ− λ.I)و ker(φ− λ.I) ، λ ∈ C هر برای .V = W کنید فرض (١ اثبات.
در هستند. فضا کل یا و صفر زیرفضای یا تحویل�ناپذیرند نمایش دو این چون نتیجه در و ترتیب) به )W و V

است. همانͬ از مضربͬ بنابراین و دارد ویژه مقدار ͷی تنها φ نتیجه
ناپذیر تحویل V مͬ�دانیم ولͬ است. V خطͬ فضای زیر ͷی آن هسته است، G−مدول ͷی φ چون (٢
هسته کنید فرض پس مͬ�شود. ثابت مساله دوم درحالت است. V کل یا بدیهͬ یا هسته این نتیجه در است.
این که مͬ�دهد نتیجه φ تصویر مورد در استدلال همین مشابه است. ͷی به ͷی φ یعنͬ باشد، بدیهͬ نͽاشت

است. تناقض در V ̸= W با این و مͬ�شود. ایزومرفیسم ͷی φ نتیجه در پوشاست. نͽاشت

نمایش�های ها Vi که V = V۱
a۱ ⊕ · · · ⊕ Vn

an دارد: زیر شͺل به یͺتایͬ تجزیه V نمایش هر آ�.۵. نتیجه
. V ai

i = Vi ⊕ · · · ⊕ Vi︸ ︷︷ ︸
ai

و ناپذیر�اند تحویل

نͽاشتͬ φ : V → W و G گروه از دل�خواه نمایشͬ W و ناپذیر تحویل نمایشͬ V کنید فرض آ�.۶. نتیجه
شود. Wظاهر بسط در V اگر است ناصفر نͽاشت این صورت این در باشد. آنها بین Gمدول

مͬ�کند: محدود زیر سوال دو به را گروه ͷی نمایش�های بررسͬ شور قضایای
تحویل�ناپذیر نمایش�های تمام شناسایͬ (١

V نمایش ͷی برای ai ضرایب و Vi نمایش�های آوردن دست به (٢
مͬ�کنیم. معرفͬ سوال دو این بررسͬ برای ابزار�هایͬ ادامه در

نمایش ͷی مشخصه�های آ�.٢.

عضو این مشخصه مͬ�سازد. V روی خطͬ نͽاشتͬ g ∈ G هر ، V نمایش ͷی در دیدیم تاکنون که همانطور
عضو دو متناظر نͽاشت�های که آن�جا از .χV (g) = tr(g : V → V ) مͬ�کنیم: تعریف نͽاشت این اثر را
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ضمیمه آ�.

شده�است. تعریف تزویجͬ کلاس�های روی� مشخصه هستند، مزدوج یͺدیͽر با تزویجͬ کلاس ͷی

صورت: این در باشند. نمایش Wدو و V کنید فرض آ�.٧. قضیه
χV⊕W (g) = χV (g) + χW (g) (١
χV⊗W (g) = χV (g).χW (g) (٢

χV ∗(g) = χV (g) (٣

است. بدیهͬ اثبات.

بͽیرید: نظر در را زیر نͽاشت
φ =

۱
|G|

∑
g∈G

g ∈ End(V )

در است. ثابت مجموعه این روی φ و است Vstab = {v ∈ V : ∀g ∈ G , g.v = v}اشتͽن این تصویر
است. افͺنش نͽاشت ͷی φ نتیجه

۱
|G|

∑
g∈G

χg = dim(Vstab) آ�.٨. قضیه

کنیم. محاسبه را φ اثر کافسیت اثبات.

باشد. W به V از مدول G نͽاشت�های تمام مجموعه HomG(V,W ) و نمایش دو W و V کنید فرض
این کرد ضرب گروه عضو ͷی در مͬ�توان را مدولͬ Gاشتͽن هر چون این بر علاوه و است خطͬ فضایͬ این
دست به بالا نتیجه از V تحویل�ناپذیری فرض با است.) V ∗ ⊗Wهمان نمایش این است.( G از نمایشͬ فضا
قضیه با نتیجه در و دارد تحویل�ناپذیر نمایش�های به W بسط در V توان برابر بعدی HomG(V,W ) مͬ�آید

با: است برابر بعد این بالا

۱
|G|

∑
g∈G

χV ∗⊗W (g) =
۱

|G|
∑
g∈G

χV (g).χW (g)

داریم: V ̸= W و باشند ناپذیر تحویل دو Wهر و V که خاص حالت در

۱
|G|

∑
g∈G

χV ∗⊗W (g) =
۱

|G|
∑
g∈G

χV (g).χW (g) = ۰

:V = W اگر و
۱

|G|
∑
g∈G

χV ∗⊗V (g) =
۱

|G|
∑
g∈G

χV (g).χV (g) = ۱
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ضمیمه آ�.

نمایش�های برای بردار�ها این دهیم نسبت را مشخصه بردار G از تحویل�ناپذیر نمایش هر به اگر نتیجه در و
نمایش�های تعداد مͬ�شود نتیجه دارند مولفه |G| بردار�ها این این�که به توجه با و مͬ�شوند. متعامد مختلف
ثابت تزویجͬ کلاس�های روی مشخصه چون این بر علاوه است. |G| تعداد به حداکثر گروه تحویل�ناپذیر
دوم مساله نͺته این شد. خواهد تزویجͬ کلاس�های تعداد به حداکثر تحویل�ناپذیر نمایش�های تعداد است،

زیرا: مͬ�کند. حل است٬ V = V۱
a۱ ⊕ · · · ⊕ Vn

an بسط در ai اعداد آوردن دست به که را نمایش نظریه

ai =
۱

|G|
∑
g∈G

χV (g).χVi
(g)

که است ناصفر وقتͬ تنها χV (g) دید مͬ�توان است. C[G] ٬G گروه نمایش�های از ͬͺی گفتیم که همانطور
بالا: تساوی در جایͽذاری با نتیجه در و . χid = |G|حالت این در و g = id

ai = χVi
(id) = dim(Vi)

بنابراین:
C[G] = V۱

dim(V۱) ⊕ · · · ⊕ Vn
dim(Vn)

بالا: عبارت بعد محاسبه با نتیجه در و

|G| =
∑

dim (Vi)
۲

است. شده بسته تحویل�ناپذیر نمایش�های تمام روی سری که

با بارها پایان�نامه این در که است
∑
λ

dim (Sλ)
۲ = n! همان بالا تساوی G = Sn که حالتͬ در آ�.٩. نتیجه

کردیم. برخورد آن

است. آن تزویجͬ کلاس�های تعداد برابر حداکثر گروه ͷی ناپذیر تحویل تعدادنمایش�های مͬ�دانیم تاکنون اما
مͬ�دهیم. نشان را موضوع این عͺس انتها در

است. آن تزویجͬ کلاس�های تعداد برابر دقیقا گروه ͷی ناپذیر تحویل تعدادنمایش�های آ�.١٠. قضیه

هر و است ثابت تزویجͬ کلاس�های روی که α : G → C نͽاشت هر برای کنیم ثابت کافیست اثبات.
است. ناپذیر تحویل نمایشͬ V کنید فرض� .α = ۰ آن�گاه

∑
g∈G

α(g)χV (g) = ۰ اگر ،V تحویل�ناپذیر نمایش

بͽیرید: نظر در را زیر نͽاشت
φα,V =

∑
g∈G

α(g)g ∈ End(V )
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ضمیمه آ�.

برای φα,V = λIV شور قضیه با بنابراین است. V از همیومرفیسم یGͷ−مدول φα,V که کرد ثابت مͬ�توان
فرض: طبق اما .λ ∈ Cͷی

tr(φα,V ) =
∑
g∈G

α(g)χg = λ dim(V ) = ۰

نمایش�های به نمایش هر تجزیه با اما است. صفر V تحویل�ناپذیر نمایش هر برای φα,V یعنͬ این و λ = پس۰
V = C[G] دادن قرار با زیرا باشد برقرار نمͬ�تواند این اما است. صفر V هرنمایش برای φα,V تحویل�ناپذیر،

داریم:
φα,V =

∑
g∈G

α(g)g = ۰

بنابراین: و
φα,V (id) =

∑
g∈G

α(g)g(id) = ۰

. α = ۰ یا و g ∈ G هر برای α(g) = ۰ نتیجه در هستند خطͬ مستقل g ∈ G برای ها g(id) اما
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Hammersly model and largest increasing subsequence
in a random permutation

Abstract

One of the important research in probability theory is the study of the
asymptotic behaviors of the random structures. In this thesis, Hammer-
sly model, the longest increasing subsequence in random permutations,
has been investigated. It goes back to 1960’s originally and during the
next decade many important tools developed and finally the problem
settled in 1970’s. Recently, its relations with other branches such as
random matrix theory are found. In the thesis, an overview of the sub-
ject is presented and two different proofs are stated.

Keywords: Random Permutation, Largest increasing subsequence, Hammesly
Model, Young Diagram, Representation of Symmetric group .
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