
احتمال در حدی مسأله�ای به هندسͬ نͽاهͬ

فرهودی روزبه

چͺیده ١

دارد. اهمیت احتمالاتبسیار در تصادفͬ، پدیده�های رفتارهایحدی بررسͬ

همزمان بررسͬ با ولͬ است سخت منفرد کمیت�های بررسͬ معمولا˟ زیرا

از ͬͺی شویم. روبرو ساده�تری مسأله�ی با داشت امید مͬ�توان آن�ها تمام

در است. جایͽشت ͷی صعودی زیردنباله�ی بزرگترین موضوع این مثال�های

خوبͬ تخمین مͬ�توان تصادفͬ جایͽشت�های برای مͬ�دهیم نشان مقاله این

صورت اول بخش در آورد. بدست صعودی زیردنباله�ی بزرگترین طول از

لازم محاسبات بعدی بخش�های در و مͬ�گوییم را آن هندسͬ تعبیر و مسأله

مͬ�دهیم. انجام

جایͽشت صعودی زیردنباله�ی بزرگترین ٢
تصادفͬ

هندسͬ الͽوریتم ͷی با دارد. وجود n تا ۱ اعداد از جایͽشت n! مͬ�دانیم

n ابتدا کنیم: انتخاب آن�ها بین از يͺنواخت طور به را جايͽشتͬ مͬ�توانیم

انتخاب I = [۰, ۱] × [۰, ۱] مربع از یͺنواخت طور به و تصادف به نقطه

خط ͷی روی نقطه دو گرفتن قرار احتمال که جا آن از .(١ (شͺل �مͬ�کنیم

y و xمحورهای از ͷهری روی نقاط این تصویر است؛ صفر عمودی یا افقͬ

مͬ�کنیم مرتب صعودی طور به را آن�ها مͬ�دهد. بدست متمایز نقطه�ی n نیز

ͷي ازای به برسیم. y۱ < y۲ < · · · < yn و x۱ < x۲ < · · · < xn � به تا

هستند {(xi, yσ(i))|۱ ≤ i ≤ n} شͺل به I در نقاط σ ∈ Sn ، جايͽشت

جایͽشت�ها تمام بین از يͺنواخت طور به σ جايͽشت تقارن، علت به و

جایͽشت ͷی به مربع در نقطه nانتخاب طریق، این به است. شده انتخاب

از صعودی دنباله�ی زير ͷی هندسͬ تعبیر این در مͬ�شود. منجر یͺنواخت

بين واصل پاره�خط�های که است نقاطͬ گرفتن نظر در متناظر جایͽشت این

معادل صعودی زیردنباله�ی بزرگترین نتیجه در باشد. داشته مثبت شيب آن�ها

است. نقاط این از مثبت شیب با و شͺسته خطوط از دنباله طولانͬ�ترین

۶٠ دهه در است. تر راحت هندسͬ تعبیر با کردن کار احتمالاتͬ دید از

زیردنباله�ی بزرگترین طول زد حدس کامپیوتری سازی شبیه با اولام١ میلادی

بعد سال چند است. ۲
√
n مرتبه�ی از ،Sn از تصادفͬ جایͽشتͬ صعودی

١Ulam

در نقطه تعدادی انتخاب معادل تصادفͬ جایͽشت ͷی انتخاب :١ شͺل
است. مربع

مرتبه�ی از طول این داد نشان گفتیم بالا در که هندسͬ تعبیر با همرزل٢ͬ

اگر که بود این او ایده�ی آورد[١]. بدست c برای کران�هایͬ و است c
√
n

تصادف به m۲نقطه ،m ضلع به مربع در و نقطه n۲ ، n ضلع به مربع در

بزرگترین طول بچسبانیم یͺدیͽر امتداد به قطر روی از را آنها و دهیم قرار

برای طول این جمع برابر تقریباً حاصل شͺل در مثبت شیب با شͺسته خط

m+ n ضلع به مربع از قسمتͬ شده چسبانده شͺل آنجا از است. شͺل دو

بدست صعودی زیردنباله�ی بزرگترین طول میانͽین برای نامساوی ͷی است،

به را استدلال این داریم قصد اینجا در مͬ�دهد. نتیجه را مرتبه که �مͬ�آوریم

کنیم. ثابت دقیق طور

پواسون فرایند با تقریب ٣

مدل برای فرایند این هستید. آشنا پواسون فرایند با احتمال درس از احتمالا˟

آنجا از مͬ�شود. اسفاده مͬ�شوند وارد صف به افرادی که زمان�هایͬ کردن

نقطه�ای فرایند آن، به داد نشان خط روی نقاطͬ با مͬ�توان را زمان�ها این که

یعنͬ است. مͺان به نسبت تقارن آن اصلͬ ویژ�گͬ مͬ�گویند. هم پواسون

چͽالͬ این مقدار است. ثابت خط طول در نقاط چͽالͬ شهودی طور به

کنار زمان مفهوم نͽاه، این در مͬ�کند. مشخص را صف به افراد ورود نرخ

فضای روی احتمال اندازه�ی ͷی شͺل به پواسون فرایند به و مͬ�شود گذاشته

مجرد نͽاه این مͬ�شود. نͽاه حقیقͬ اعداد گسسته�ی زیرمجموعه�های تمام

ͷی نرخ با پواسون نقطه�ای فرايند بنابراین و داد تعمیم بعد دو به مͬ�توان را

: است شرط دو با تصادفͬ فرايندی صفحه، در
٢ Hammersley
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همرزلͬ جان :٢ شͺل

نرخ با پواسون متغیری صفحه از مستطیل هر در واقع نقاط تعداد .١

است. آن مساحت

است. هم از مستقل صفحه از مجزا مجموعه�ی زير دو نقاط تعداد .٢

σ ∈ Sn صعودی زيردنباله�ی بزرگترين طول را Ln(σ) تصادفͬ متغير

تصادفͬ متغیر صفحه، کل Nروی پواسون نقطه�ای فرايند برای و مͬ�گيريم

شيب با شͺسته�ی خط بزرگترين روی نقاط تعداد با برابر را L↗(x, y)

xتعريفمͬ�کنيم: ∈ Rبرای و مͬ�دهيم قرار [۰, x]×[۰, y]ناحیه�ی مثبتدر

g(x) = E(L↗(x, x))

وجود نقطه n تقریباً [۰,
√
n]× [۰,

√
n] مربع Nدر فرایند برای که آن�جا از

برای باشند. يͺديͽر به ͷنزدي Ln و L↗(
√
n,

√
n) داريم انتظار دارد،

مͬ�دهيم. نشان L↗
x با را L↗(

√
x,

√
x) تصادفͬ متغير ساد�گͬ

قرار هم کنار با که کرد مشاهده همرزلͬ گفتیم؛ بالا در که همان�طور

از دیͽری و (t, t) تا (۰, ۰) از ͬͺی مثبت، شيب با شͺسته�ی خط دو دادن

تا (۰, ۰) از مثبت شيب با شͺسته�ی خط ͷي (t + s, t + s) تا (t, t)

تحت پواسون فرایند بودن ناوردا علت به مͬ�آيد. �بدست (t + s, t + s)

(t, t) نقطه�ی از مثبت شیب با شͺسته خط بزرگترین تصادف̞ͬ متغیر انتقال،

(s, s) به (۰, ۰) از که مشابهͬ تصادفͬ متغیر با فرقͬ (t + s, t + s) تا

L↗(s, s) با هم�توزیع L̃↗(s, s) تصادفͬ متغير نتيجه در ندارد. مͬ�رسد،

که: دارد وجود

L↗(t, t) + L̃↗(s, s) ≤ L↗(t+ s, t+ s)

طرفین: از گرفتن ریاضͬ امید با و

g(t) + g(s) ≤ g(t+ s) (١)

مͬ�گوييم. ابرجمعͬ مͬ�کنند صدق ١ رابطه در t و s هر برای که توابعͬ به

صورت به ابرجمعͬ توابع رشد مͬ�دهد نشان مͬ�آوریم زیر در که مشهوری لم

است. خطͬ

باشد ابرجمعͬ g : (۰,+∞) −→ R+ تابع کنيد فرض ٣ (فͺت). ١ لم

صورت: اين در .c = supt
g(t)
t و

c = lim
t−→+∞

g(t)

t

نامنفͬ و صحیح عدد x ∈ R+ هر برای بͽيريد. ثابت را t ∈ R+ اثبات.

ابرجمعͬ از .x = nt+ r که مͬ�شوند يافت ۰ ≤ r < t حقيقͬ عدد و n

مͬ�شود: نتيجه بودن

ng(t) + g(r) ≤ g(x)

نتيجه: در
n

nt+ r
g(t) +

g(r)

x
≤ g(x)

x

بینهایت: به x دادن میل با بنابراين و

g(t)

t
= lim inf

n→+∞
(

n

nt+ r
g(t) +

g(r)

x
) ≤ lim inf

x→+∞

g(x)

x

است: برقرار t ∈ R+ هر برای بالا نامساوی که آن�جا از

lim sup
t→+∞

g(t)

t
≤ lim inf

x→+∞

g(x)

x

است c = supt
g(t)
t برابر و دارد وجود limx→+∞

g(x)
x بنابراين

اين بر علاوه دارد. وجود limx→+∞
E(L↗

x )√
x

مͬ�شود نتيجه بالا لم از
L↗

x√
x
حد داد نشان مͬ�توان تصادفͬ� متغيرهای برای فͺت لم از استفاده با

دارد[٢]. وجود پواسون نقطه�ای فرایند از نمونه هر ازای به تقریباً

جایͽشت�ها برای حد وجود ۴

[۰,
√
n] × مربع در اما دارد. وجود limn→+∞

E(L↗
n )√
n

ديديم تاکنون

بین مͬ�دهیم نشان قسمت این در ندارد. قرار نقطه n الزاماً [۰,
√
n]

وجود مͬ�توان و نیست زیادی تفاوت Ln و L↗
n تصادفͬ متغیر دو

مͬ�شود: انجام لم دو با کار این داد. نشان هم را limn→+∞
E(Ln)√

n

طبيعͯ: n و k هر برای .٢ لم

P(Ln ≤ k) ≤ P(Ln−۱ ≤ k)

٣Fekete lemma
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که مͬ�کنیم تعریف شͺل این به را R : Sn −→ Sn−۱ نͽاشت اثبات.

[σ(۱), σ(۲), . . . , σ(n)] دنباله�ی با را σ ∈ Sn در جایͽشت هر ابتدا

جایͽشتͬ به است شده n با برابر که جمله�ای حذف با حال مͬ�دهیم. نمایش

مͬ�رسیم. Sn−۱ از

نͽاه ناوردا را یͺنواخت احتمال اندازه�ی است، ۱ به n نͽاشتͬ R که آنجا از

دید مͬ�توان نͽاشت این تعریف از مͬ�دارد.

∀σ ∈ Sn : Ln−۱(R(σ)) ≤ Ln(σ)

مͬ�دهد. نتیجه را لم راحتͬ به که

را k باشد. بزرگ کافͬ اندازه�ی به و طبيعͬ عددی n کنيد فرض .٣ لم

مͬ�کنیم تعریف بͽیرید. n تا ۱ فاصله در دل�خواه عددی

Mn = ⌊n+ ۴
√
n log n⌋

و

mn = ⌊n− ۴
√
n logn⌋

که: مͬ�شود یافت k و n از مستقل cثابت صورت این در

P(LMn ≤ k)− c

n۳ ≤ P(L↗
n ≤ k) ≤ P(Lmn ≤ k) +

c

n۳

داریم: [۰,
√
n]× [۰,

√
n] مربع در نقاط تعداد روی کردن شرطͬ با اثبات.

P(L↗
n ≤ k) =

+∞∑
t=۱

e−nnt

t!
P(Lt ≤ k) =

+∞∑
t=۱

ωn(t)P(Lt ≤ k)

مͬ�کنیم: تقسیم زير دسته چهار به را بالا سری .ωn(t) =
e−nnt

t! که

+∞∑
t=۱

ωn(t)P(Lt ≤ k) =

n−۴
√
n logn∑
۱

+

n+۴
√
n logn∑

n−۴
√
n logn

+

۲n∑
n+۴

√
n logn

+

∞∑
۲n

(n به ͷنزدی (tهای دوم جمله روی بالا سری اصلͬ سهم مͬ�کنیم ثابت

است.

مͬ�کنیم: استفاده ͹استرلین تقریب برای از ابتدا

ωn(t) ∼
۱√
۲πt

exp(−(n+t log
t

n
−t)) = ۱√

۲πt
exp(−f(t))

که مͬ�شود دیده سرراست محاسباتͬ با .f(t) = n + t log t
n − t که

در تنها چون آن بر علاوه که است محدب تابعͬ f نتیجه در و f ′′
(t) = ۱

t

هست. نیز نامنفͬ تابعͬ مͬ�شود، صفر t = n نقطه

نوشت: مͬ�توان t > ۲n یعنͬ بالا سری چهارم جمله�ی برای

f(t) ≥ f(۲n) + (t− ۲n)f
′
(۲n) =

n(۲ log ۲− ۱) + (t− ۲n) log ۲ = t log ۲− n

مͬ�دهد: نشان ∑که
۲n≤t

ωn(t)P(Lt ≤ k) ≤
∑
۲n≤t

ωn(t) ≤ e−c۱n

مقدار به سری این nافزایش با پس است. n از مستقل و مثبت عددی c۱ که

شد. خواهد ͷکوچ کافͬ

مشتق فاصله این در چون .t ≤ ۲n مͬ�دانیم سوم و اول جملات برای

در و است مثبت تابع این است، صفر از بیشتر f(t) − ۱
۴n (t − n)۲ دوم

دارند: n نقطه با ۴
√
n log n فاصله حداقل که نقاطͬ برای نتیجه

۴ log n ≤ f(t)

پس:

ωn(t) ≤ exp(−f(t)) ≤ c۲
n۴

نشان قبل مرحله�ی مانند و است n از مستقل و مثبت عددی نیز c۲ که

نهایت در است. c۳
n۳ برابر حداکثر نیز سوم و اول جملات مجموع مͬ�دهد

است ۴
√
n log n = o(n) آنها تعداد مͬ�مانند. باقͬ دوم جملات تنها

(زیرا است ͷی به ͷنزدی سری این در شده ظاهر ωn(t)های جمع مͬ�دانیم

دیͽر سری سه در شده ظاهر nهای برای ها ωn(t) جمع که دیدیم بالا در

حال هستند. نزولͬ P(Ltها ≤ k) � ٢ لم به توجه با و است.) ͷکوچ

را mnام و Mnام جمله�های ترتیب به بالا و پایین کران به رسیدن برای

مͬ�شود. ثابت حͺم و مͬ�کنیم جای��ͽذاری

پیشامدهای مͬ�دانیم مͬ�کنیم. اثبات جایͽشت�ها برای را حد وجود حال

پس: هم�دیͽرند. مͺمل Lt > k و Lt ≤ k

P(Lt ≤ k) = ۱− P(Lt > k)

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را قبل لم درنتیجه و

P(Lmn > k)− c

n۳ ≤ P(L↗
n > k) ≤ P(LMn > k) +

c

n۳

مثبت: تصادفͬ متغیر هر برای که آنجا از

E(X) =
∑
k≥۰

P(X > k)

مͬ�آوریم: بدست k = ۱, . . . , ۲n روی زدن جمع با

E(Lmn)−
c

n۲ ≤ E(L↗
n )−

∑
k≥۲n

P(L↗
n > k) ≤ E(LMn)+

c

n۲

از بیش [۰,
√
n] × [۰,

√
n] مربع داخل باید باشد، k از بیشتر Ln اگر اما

مͬ�دهد: نشان این که باشد داشته وجود نقطه k

P(L↗
n > k) ≤ e−nnk

k!
≤ e−ck

است e−cn شͺل به حداکثر
∑

k≥۲n P(L↗
n > k) جمله مͬ�دهد نشان که

نتیجه: در و

lim
n→+∞

E(Ln)√
n

= lim
n→+∞

E(L↗
n )√
n
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c برای پایین و بالا کران�های ۵

بخش اين در دارد. وجود c = limn→+∞
E(Ln)√

n
ديديم قبل بخش� در

. c ̸= ۰,+∞ مͬ�کنیم مشاهده و آورد خواهيم بدست c برای کران�هايͬ

قضایای از ͬͺی نتیجه زیر قضیه�ی مͬ�دهيم. ارائه c برای پايينͬ کران ابتدا

است مرتب جزیͬ طور به مجهز مجموعه�ی ͷی در زنجیرها درباره معروف

مͬ�شود. یافت ترکیبیاتͬ مرجع�های اکثر در آن اثبات که

در هستند. طبيعͬ عدد mدو و n کنيد فرض ۴ (اردوش-زاکر). ۴ قضیه

n+ ۱ طول به صعودی زيردنباله�ا�ی يا Snm+۱ در جايͽشت هر صورت اين

+mدارد. ۱ طول به نزولͬ زيردنباله�ا�ی يا و

در جايͽشت هر مͬ�شود نتيجه دهيم قرار n برابر mرا قضيه اين در اگر

با دارد. n طول به نزولͬ زيردنباله�ی ͷي يا زيردنباله�یصعودی ͷي یا Sn۲+۱
E(Ln)√

n
دنباله�ی �حد c مͬ�دانيم . ۱۲ ≤ c مͬ�کنيم ثابت موضوع اين از استفاده

طبيعͬ: اعداد از {n۲ + ۱}+∞
n=۱ زيردنباله�ی گرفتن نظر در با نتيجه در است.

c = lim
n→+∞

E(Ln۲+۱)

n

زيردنباله�ی بلندترین طول تصادفͬ متغير را ln(σ) ،n طبيعͬ عدد هر برای

جايͽشت، ͷي نوشتن راست به چپ از با که آن�جا از بͽيريد. σ نزولͬ

تصادفͬ متغير دو توزيع�های مͬ�شوند؛ تبديل صعودی به نزولͬ زيردنباله�های

قضیه�ی درنتیجه و E(Ln) = E(ln) بنابراين و است ͬͺي Ln و ln
:σ ∈ Sn۲+۱ هر برای اینͺه با است معادل اردوش-زاکر

n ≤ Ln۲+۱(σ) + ln۲+۱(σ)

بͽیریم: ریاضͬ امید طرفین از اگر و

n ≤ E(Ln۲+۱) + E(ln۲+۱)

مͬ�دهد: نتيجه که
۱
۲
≤ lim

n→+∞

E(Ln۲+۱)

n

. ۱۲ ≤ c بنابراین

جمله هر زیرا یافت، دیͽری پایین�های کران مͬ�توان ١ لم از استفاده با البته

داشت خواهیم n = ۱ دادن قرار با است. c برای پایین کران ͷی E(L↗
n )√
n

نقطه ͷی حداقل ۱
e احتمال به [۰, ۱] × [۰, ۱] مربع در ولͬ .E(L↗

۱ ) ≤ c

که: مͬ�دهد نشان این و است واقع
۱
e
≤ c

مͬ�آوریم: بدست c برای بالایͬ کران زیر لم از استفاده با

طبيعͯ: k ≤ n هر برای .۵ لم

P(k ≤ Ln) ≤ min{۱, ۱
k!

(
n

k

)
}

۴Erdos-Szkeres Theorem

.P(k ≤ Ln) ≤ ۱
k!

(
n
k

)
دهيم نشان کافيست اثبات.

اعداد

۱ ≤ i۱ < i۲ < · · · < ik ≤ n

اين�که احتمال تقارن به بنا کنيد. فرض ثابت را

σ(i۱), σ(i۲), . . . , σ(ik)

مͬ�توان طريق
(
n
k

)
به طرفͬ از است. ۱

k! باشد σ در صعودی زيردنباله�ای

این از ͬͺي بايد k ≤ Ln(σ) اگر و نمود انتخاب را i۱, i۲, . . . , ik اعداد

مͬ�دهد. نتيجه حͺم اين که باشد صعودی زیردنباله�ها

.c ≤ e دهیم: نشان و بͽیریم حد بالا لم راست طرف از مͬ�خواهیم

داریم:

E(Ln) =
∑

۱≤k≤n

P(k ≤ Ln) ≤
∑

۱≤k≤n

min{۱, ۱
k!

(
n

k

)
}

≤
∑

۱≤k≤n

min{۱, nk

(k!)۲
} =

∑
۱≤k≤e′

√
n

+
∑

e′′
√
n<k≤n

۱ با را اول مجموع جملات هستند. e به ͷنزدی اعدادی e ≤ e
′ ≤ e

′′ که

جملات برای مͬ�شود. کمتر e′
√
n از آن مقدار نتیجه در و مͬ�زنیم تخمین

مͬ�کنیم: استفاده ͹استرلین تقریب از دوم مجموع
nk

(k!)۲
≤ (

e
′√
n

k
)۲k ≤ (

e
′

e′′
)۲e

′′√
n

از است. کمتر n( e
′

e′′
)۲e

′√
n از دوم سری جملات کل مجموع نتیجه در

است. پوشͬ چشم قابل حد، در است، o(
√
n) مرتبه�ی از عدد این که آنجا

نتیجه e به e′′ دادن میل با که دارند اهمیت اول سری جملات تنها بنابراین

.c ≤ e مͬ�شود

دیͽر مسائل با ارتباط ۶

و مͬ�رسد میلادی شصت دهه�ی به مسأله این قدمت شد، گفته که همان�طور

نهایت در آید. بدست c مقدار تا شد بسیاری تلاش�های اثباتهمرزلͬ از بعد

و ۵ͷورشی توسط کلͬ�تر مسأله�ی ͷی از خاصͬ حالت عنوان به مسأله این

جایͽشتͬ گروه نمایش�های حدی شͺل کلͬ، مسأله�ی اثباتشد[٣]. کروو۶

نظریه�ی داغ مسائل از ͬͺی میلادی ١٩٧٠ سال�های حدود در که است

͹یان نمودار و صعودی زیردنباله�ی بزرگترین بین جالبͬ ارتباط بود. نمایش

نیز تازگͬ به دارد. وجود مͬ�شوند ظاهر جایͽشتͬ گروه نمایش�های در که

که است شده شناخته دیͽر مسائل با آن ارتباط درباره�ی جالبͬ پیشرفت�های

نشان مͬ�توان مثال عنوان به است. تصادفͬ ماتریس�های مسأله�ی آن مهمترین
۵Vershik
۶Kerov

۶۴



گوسͬ تصادفͬ ماتریس ͷی ویژه�ی مقدار بزرگترین توزیع با Ln توزیع داد

شده داده نشان دارد. نوساناتͬ Ln− ۲
√
nکمیت این بر علاوه است. ͬͺی

است. O(n
۱
۶ ) مرتبه�ی از نوسانات این
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